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Vorwort 



Die Yorlesungen über Determinantentheorie, deren ersten Band 
ich hiermit der Öffentlichkeit übergebe^ bildeten den zweiten Teil in 
dem Gyklus akademischer Vorträge über allgemeine Arithmetik^ welche 
Leopold Eronecker in den Jahren 1883 — 1891 an der Berliner üni- 
▼ersitat zu halten pflegte. Der Stoff war in diesen drei Yorlesnngen 
über Zahlentheorie^ Determinantentheorie und Algebra so verteilt, dats 
jede Ton ihnen ein Ganzes fOr sich bildete nnd ohne Kenntnis der 
beiden anderen yoUständig yerstanden werden konnte. Diese Eigen- 
schaft ist auch bei der Yorliegenden Herausgabe erhalten geblieben. 

Die Determinantentheorie hat sich sowohl bei Lebzeiten Eroneckers 
und unter seiner erfolgreichen Mitwirkung, als auch in den zwölf 
Jahren nach seinem Tode so stark und so bedeutsam entwickelt, dafs 
die bisher yeröffentlichten Lehrbücher dieser Disziplin nicht mehr eine 
yollstandige Darstellung ihres reichen Inhaltes geben. In dieser Be- 
ziehung bildeten die üniyersitatsyorlesungen Eroneckers l)ereits einen 
wichtigen Fortschritt. Aber auch er hielt die Zeit noch nicht für 
gekommen, die Resultate seiner eigenen tiefergehenden Untersuchungen, 
insbesondere über die Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, 
in seinen Vorlesungen zu geben; ebenso konnte er eine Reihe yon 
üntersuchui^en yon Frobenius, Minkowski, Hurwitz und anderen 
Forschem, welche gerade in den letzten Jahren abgeschlossen wurden 
und die so yiel zur Vertiefung und Vereinfachung dieser Theorie bei- 
getragen haben, noch nicht in den Ereis seiner Betrachtungen ziehen. 

Eine langjährige eingehende Beschäftigung mit diesen neueren 
Problemen der Determinantentheorie hat mir aber gezeigt, dafs man 
gerade diese in besonders einheitlicher und einfacher Weise durch Be- 
nutzung und konsequente Ausgestaltung der Gedanken behandeln kann, 
welche Eronecker in seinen letzten Vorlesungen und Arbeiten über 
diesen Gegenstand dargelegt hat. Aus diesem Grunde habe ich mich 
entschlossen, die Vorlesungen Eroneckers unter sorgfaltiger Erhaltung 
seiner Grundprinzipien und unter Benutzung seiner einfachen und wirk- 
samen Methoden so zu bearbeiten und fortzuführen, dais dieses Werk 
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eine systematische Darstellung der modernen Determinantentheorie und 
ihrer wichtigsten Anwendungen enthalt 

Für den grSfsten Teil des vorliegenden ersten Bandes konnten nun 
die Eroneckerschen Vorlesungen selbst der Bearbeitung zu Grunde gelegt 
werden; ich mochte noch kurz angeben^ welche Teile desselben ich neu 
dargestellt habe, und was die Gh:^de waren, die mich hierzu bewogen. 

Für Eronecker ist die Determinantentheorie ein Teil der all- 
gemeinen Arithmetik, nämlich der, welcher sich mit den Eigenschaften 
der linearen Funktionen mehrerer Variablen beschäftigt. So kehrte 
einer der hervorragendsten Forscher in diesem Gebiete am Ende des 
neunzehnten Jahrhunderts wieder zu derjenigen Au£GEi.ssung der Deter- 
minanten zurück, welche zweihundert Jahre firüher ihren Entdecker 
Leibnitz und seinen Nachfolger Eramer auf die Bildung dieser merk- 
würdigen Ausdrücke hingeführt hatte; denn auch sie betrachteten 
dieselben als Zahler und Nenner der Brüche, welche sich bei der Auf- 
losung von n linearen Gleichungen mit n unbekannten ergeben. 

Wie einfach, durchsichtig und naturgemäls sich bei diesem durch 
Leibnitz gewiesenen Eingange die elementare Theorie der Determinanten 
aufbaut, wenn der Weg durch die reichen Hilfsmittel der modernen 
Wissenschaft geebnet wird, das werden die Leser dieses Werkes 
hoffentlich erkennen. Eronecker legte in seinen Vorlesungen be- 
sonderen Wert darauf, diese Einfachheit recht deutlich hervortreten 
zu lassen; und so gab er vor der Darstellung der allgemeinen Theorie 
eine sehr eingehende Untersuchung der Determinanten zweiter, dritter 
und vierter Ordnung und ihrer Anwendungen auf die Geometrie, 
die Arithmetik und die Formentheorie. So erreichte er, dafs seine 
Hörer bereits mit dem Determinantenkalkul wohl vertraut waren, 
wenn er nun dazu überging, aus der Betrachtung der Lösung eines 
Systemes von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten alle Grund- 
eigenschaften der Determinanten n^' Ordnung mit einem Schlage in 
Evidenz zu setzen. 

Durch die immer erneute Durcharbeitung und Vereinfachung der 
Deduktion wurde dieser erste Teil der Vorlesung ein Meisterwerk an 
Elarheit und Einheitlichkeit. Die ersten sechzehn Vorlesungen des 
vorliegenden Bandes, sowie die beiden ersten Paragraphen der sieb- 
zehnten (S. 1 — 299) wurden im Anschlüsse an diese Darstellung 
Eroneckers bearbeitet Dagegen wurde der nunmehr noch kurz zu 
besprechende letzte Teil dieses Bandes von mir hinzugefügt 

Aus der Theorie der linearen Gleichungen ergibt sich das Haupt- 
resultat, dafjs die Determinante eine Funktion der n^ Elemente eines quadra- 
tischen Systemes (t^^;^) ist, welche durch zwei leicht angebbare Eigen- 
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Schäften bis auf eine multiplikative Eonstante bestimmt ist. Mit seiner 
Hilfe können alle elementaren Sätze dieser Theorie ohne jede Beehnnng 
erschlossen werden.*) Es liegt nun nahe^ statt des quadratischen Systemes 
ein rechteckiges System oder eine Matrix (Uik) von m Horizontalreihen 
nnd n Vertikalreihen zn Gfnmde zu legen^ und nach denjenigen Funk* 
tionen S(ua) dieser mn Elemente zu fragen^ welche in Bezug auf sie 
dieselben beiden charakteristischen Eigenschaften besitzen. So gelangt 
man in konsequenter Erweiterung jener Eroneckerschen Fragestellung 
zu einem ganz allgemeinen Satze^ aus dem sich das Multiplikations- 
theorem fOr rechteckige Matrizen^ die Sätze über die ünterdeterminanten 
eines Systemes^ die Jacobischen Determinantenrelationen, der Laplace- 
sche Determinantensatz u. a. m. ab fast selbstyerständliche Folgerungen 
ergeben. ' 

Die grofse Zahl dieser Determinantenrelationen lalst sich durch 
wenige sehr einfache Gleichungen ersetzen^ wenn man zugleich mit 
einem Systeme U » (upq) die sogenannten abgeleiteten Systeme 
Z7^*^= (4\^, Z7^'^= (u^pI), , . . einführt, deren Elemente die Unterdeter- 
minanten zweiter, dritter, . . . Ordnung von (upq) sind. Dann kann 
das allgemeine Multiplikationstheorem durch den Satz ersetzt werden, 
dals aus jeder Gleichung [7 F= TT für drei beliebige Systeme die 
n Kompositionsgleichungen U^^^ V^^^ = W^^^ för die abgeleiteten Systeme 
notwendig folgen. 

Durch die Arbeiten neuerer Forscher war das Gebiet der Deter- 
minantentheorie in der zweiten Hälfte des yorigen Jahrhunderts wesent- 
lich erweitert worden, so dals es jetzt das grolse Gebiet der Systeme 
oder Matrizen, die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen, ihre Ein- 
teilxmg in Klassen und die zu ihnen gehörigen Inyarianten umfafst. 
Besonders durch die grolsen und gedankenreichen Arbeiten von Stephen 
Smith und Frobenius wurde das Bicchnen mit diesen Systemen so aus- 
gebildet und vereinfacht, dafs alle diese kompliziertesten und tiefsten 
Resultate der Determinantentheorie zu ganz einfachen Sätzen einer 
Arithmetik werden, welche nur etwas schwerer ist, als die elementare 
Zahlenlehre. 

Ein den Anforderungen der modernen Wissenschaft entsprechendes 
Lehrbuch der Determinantentheorie darf diese Untersuchungen jetzt 
nm so weniger übergehen, als neuere Arbeiten von Frobenius gezeigt 
haben, wie wunderbar einfach sich mit ihrer Hilfe die wichtigen und 

*) Die beiden charakteristischen Eigenschaften der Determinanten, welche 
sich hier als eine Folgerung ans der Theorie der linearen Gleichungen ergeben, 
benntsste Weierstrafs schon früher in seinen ersten Vorlesungen über diese Dis- 
ziplin zur Definition der Determinanten. 
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schwer beweisbaren Resultate von Weierstrals rmd Eronecker über die 
Äquivalenz von Formenscharen ablesen lassen. Gerade bei diesen Vor- 
lesungen konnte aber auf jene Fragen besonders leicht eingegangen 
werden, da Eronecker in seinen letzten Arbeiten über diese Disziplin 
einen Weg zu betreten angefangen hat, auf welchem fortschreitend 
die hier auftretenden Fragen der höheren Determinantentheorie vielleicht 
noch einfacher behandelt werden können, als dies früher möglich war. 

Eronecker hat in seinen Vorlesungen von vornherein das Multipli- 
kationstheorem für die Matrizen in den Vordergrund gestellt, und zwar 
nicht nur für die Eomposition dieser Systeme, sondern besonders für 
ihre Dekomposition. Ebenso nämlich, wie sich eine ganze Zahl in ein 
Produkt von Primfaktoren zerlegen läfst, kann eine Matrix als Produkt 
einfachster Elementarsysteme dargestellt werden; und diese spiälen dann 
in der Arithmetik der Systeme genau dieselbe Bolle, wie die Prim- 
zahlen in der elementaren Zahlentheorie. Bildet man nun die Lehre 
von diesen Elementarsystemen weiter aus, so lassen sich alle die 
schönen Sätze von Stephen Smith und Frobenius über die Bedingungen 
für die Teilbarkeit der Systeme durcheinander und . über die ver- 
schiedenen Arten der Äquivalenz sowie ihre zahlreichen Anwendungen 
auf die Formentheorie rein arithmetisch ableiten. Einem Teile dieser 
Untersuchungen sind die beiden letzten Vorlesungen dieses Bandes ge- 
widmet; dieselben werden im Anfange des zweiten Bandes vollständig 
durchgeführt werden. 

Mit besonderem Danke möchte ich auch an dieser Stelle der 
Hilfe gedenken, welche mir Herr E. Netto durch die sorgfaltige Durch- 
sicht der Eorrekturbogen und seine wertvollen kritischen Bemerkungen 
geleistet hat. Auch Herr Heinrich Jung hat mich bei der Eorrektur 
dieses Bandes in dankenswertester Weise unterstützt. 

Möchten diese Vorlesungen, deren Herausgabe und Bearbeitung 
das Ergebnis mehrjähriger Beschäftigung mit dieser Disziplin gewesen 
ist, auch anderen deutlich machen, wie naturgemäCs imd anwendbar 
die Prinzipien sind, welche Eronecker in der allgemeinen Arithmetik, 
diesem seinem eigensten Gebiete, entwickelt hat, und möchten sie An- 
regung geben zur weiteren Erforschung der hier noch ihrer Lösang 
harrenden Fn^en. 

Marburg, den 28. Juli 1903. 

E. Hensel. 
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Erste Yorlesimg, 

Einleitmig: Die Detenninanten sind ein Werkzeug zur Anflösnng linearer Glei- 
chungen.— Ihre Erfindung dnrch Leibnitz tind Gramer.— Vandermonde und Lagrange.— 
Gaufs nnd seine arithmetische Behandlung der Determinanten. — Systematischer 
Anfban der Theorie dnrch Caiuchy, Jacobi und dessen Schüler. •— Die Determinanten 
als Invarianten. Cayley nnd Sylvester. 



In der Vorrede zu seinem wertvollen Lehrbuche der Determinanten 
bezeichnet BkJiard Balzer dieselben als ein ^^ mächtiges Instrument der 
Algebra und Analysis'^. In der Tat waren sie dies ursprünglich und 
sind es auch heute noch^ ja ihre Bedeutung nach dieser Richtung hin 
ist sogar mit jedem Jahre gröfser geworden. Wären die Determinanten 
aber weiter nichts als ein wertvolles Werkzeuge so hätten sie eine 
lediglich formale Bedeutung^ und ihr Studium besäfse kein selbständiges 
wissenschaftliches Interesse; in Wahrheit ist dies nicht der Fall; son- 
dern die jetzige Stellung dieser Theorie in der ßesamtwissenschaft 
geht weit hinaus über den Zwecke der sie ursprünglich ins Leben 
rief; in der Tat treten bei den Determinanten zum ersten Male und 
in ihrer einfachsten Erscheinung Eigenschaften hervor, welche den 
wichtigsten und höchsten Gebieten der Algebra und Analjsis zukommen, 
und das Studium derselben hat zur Erschliefsung dieser grofsen Be- 
reiche die Anregung und das Vorbild gegeben. 

ursprünglich waren die Determinanten aber wirklich ein Instru- 
ment, und in diesem Sinne kann man auch sagen, sie seien nicht wie 
eine Schöpfung der Natur entdeckt, sondern wie ein wichtiges Werk- 
zeug erfunden worden, und die merkwürdige Geschichte ihrer Ent- 
stehung erinnert sehr an diejenige anderer grofser Erfindungen. 

Vor ungefähr zweihundert Jahren nämlich wurde Leibnitz bei Ge- 
legenheit der Auflösung eines Systems von Gleichungen ersten Grades mit 
mehreren unbekannten auf Ausdrücke geführt, welche in einfacher 
und gesetzmälsiger Weise aus den Gleichungskoefüzienten zusammen- 
gesetzt sind, und welche eben heute Determinanten genannt werden. 
Mit ihrer Hilfe konnte dann das Resultat der Elimination von n ün- 
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bekannten aus (n + 1) linearen Oleichnngen unmittelbar hingeBcbrieben 
werden. Nach einer vorbereitenden Mitteilnng vom März 1693 setzt 
Leibnite in einem Briefe Tom 38. April desselben Jahres seinem 
Fremide V Hospital diese neue Ürfindimg sehr genan auseinander*)^ 
gibt eine ausführliche Yorschrift für die Bildung dieser Ausdrücke 
und spricht sich in diesem und in einem folgenden Briefe dahin 
auS; dafs er sich Ton seinem Gedanken für den Fortschritt der 
Wissenschaffe viel verspreche, ja sogar, dafs er ihn für einen der 
wichtigsten in der Analysis halte. Obwohl nun Leibnüg seine Er- 
findung auch durch den Druck bekannt gemacht hat, besonders in 
einer Abhandlung, welche im Jahre 1700 in den Acta Eruditorum ver- 
öffentlicht worden ist**), und auch hier seine Überzeugung von der 
Fruchtbarkeit der zu Grrunde liegenden Idee nochmals in lebhaften 
Worten aussprach, so geriet diese dennoch vollständig in Vergessen- 
heit, so vollständig, da(s erst DiriMet diese Erinnerung wieder ans 
Licht gefordert, und damit nachgewiesen hat, dafs in gewissem Sinne 
LeibwUe als ErfincTer der Determinanten anzusehen ist. 

Der Ghnmd dafür, daGs eine Erfindung von diesem hohen Werte 
so vollständig verloren gehen konnte, liegt wohl darin, dafs zu dieser 
Zeit die Ausbildung der Differential- und Integralrechnung die Eraft 
und das Interesse der Geometer vollständig absorbierte; die erste 
Entdeckung dieses gewaltigen Hilfsmittels, welches Leibnüjs auch ganz 
in seiner Weise lediglich als ein solches angesehen hat, fiel eben in 
eine Zeit, als ein Bedür&is, dasselbe zu benützen, noch nicht vorlag, 
und infolgedessen geriet sie in Vergessenheit, wie dies ja in der Ge- 
schichte der Erfindungen nicht selten geschieht. 

So dauerte es denn länger als ein halbes Jahrhundert, bis die 
Determinanten von Gramer wieder entdeckt und in der im Jahre 1750 
veröffentlichten „Introduction ä Tanalyse des Gourbes alg^riques'^, 
Geneve 1750 p. 657 flg. bekannt gemacht wurden. Wenn nun aber 
auch auf der einen Seite hervorgehoben werden mufs, da& Cramer 
durch die vollständig vergessene LeSmitssHtAie Erfindung in keiner 
Weise beeinfluist werden konnte, am allerwenigsten durch die in 
Leibnitz' Brief an V Hospital ausgesprochene Bildungsregel der Deter- 
minanten, dais also seine Erfindung ihm und ihm allein zuzuschreiben 
ist, so mufs doch anderseits bemerkt werden, dafs auch Cramer seine 
Ausdrücke nicht um ihrer selbst willen, sondern einzig und allein 
zur Auflösung der linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten 

♦) Lettres k VHospital (28. April 1693). 
•*) Acta Eruditorum, Leipzig (1700) p. 206. 
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stucliert hat^ also genau denselben Ausgangspunkt genommen und 
genau denselben Zweck im Auge gehabt liat wie Leibnite. Gramer be- 
trachtete nämlich; ähnlich wie dies auch in diesen Yorlesungen zunächst 
geschehen soll; ein System von n linearen Gleichungen mit n ün- 
bekamiteU; und zeigte, dafs sich ihre Werte als Quotienten von 
Koeffizientenausdrücken ergeben; deren Bildungsgesetz er erkannt 
und in der später so berfihmt gewordenen sogenannten Oo^Tierschen 
Begel ausgesprochen hat. Diese Ausdrücke; die späteren Deter- 
minanten; waren ihm aber nichts anderes; als ein Mittel zimi Zweck; 
und so fand er es auch nicht notig; ihnen einen besonderen Namen 
zu geben. 

Von nun an war daßlr gesorgt; dafs die einmal gefdndenen Re- 
sultate nicht wieder in Vergessenheit gerieten; denn abgesehen dayon, 
dafs jetzt die Entwicklungsperiode der Wissenschaft herannahte; in 
welcher ihre Jünger begannen; sich an formalen Resultaten zu erfreuen, 
erwachte auch das Bedürfiods nach denjenigen Hilfsmittehi; welche 
die Determioantentheorie zu geben imstande war, jedoch ging man 
in den nächsten beiden Menschenaltem noch nicht an die Aufgabe 
heraU; diese Gebilde um ihrer selbst willen systematisch zu behandeln. 

In besonders herrorragender Weise wurde die Einsicht in dies 
Gebiet gefordert durch die ausgezeichneten und auch heute noch im 
Originale höchst lesenswerten Abhandlungen von Vandermonde und 
Lagrcmge. Der erstere entwickelt in einem ;;Memoire sur l'^mination^; 
das am 12. Januar 1771 der Pariser Akademie yorgelegt und im folgen- 
den Jahre unter ihren Publikationen veröffentlicht wurde*); unter 
Einführung einer neuen symbolischen Bezeichnung mehrere wichtige 
Eigenschaften dieser neuen Ausdrücke; und wendet die hier gefandenen 
Ergebnisse an zur Auflösung linearer Gleichungen mit mehreren un- 
bekannten; sowie zur Lösung der Aufgabe; aus zwei Gleichungen des- 
selben Grades die unbekannte zu eliminieren. Lagrange beschäftigt 
sich besonders in der Abhandlung vom Jahre 1773: ;; Solution analy- 
idques de quelques probl^mes sur les pyramides triangulaires'^**) zwar 
ausschlieMich mit speziellen Determinanten; nämlich mit solchen von 
9 und 16 Elementen; auf die er durch eiu Problem der analytischen 
Geometrie geführt wird; mit diesen aber so eindringend und ausfOhrlich; 
daJb jene Arbeit füglich fOr eine vollständige Darstellung aller hier 
überhaupt in Betracht kommenden Beziehungen; welche die moderne 
Theorie gibt; angesehen werden kann. 

*) Hiatoire de rAcad^mie Bojale des sciences, ann^e 72, seconde partie, 
p. 616. 

**) Nonvelles mdmoires de FAcadämie Boyale de Berlin, ann^e 177S, p. 149. 
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Von ganz anderen Gesichtspunkten als den bis jetzt angegebenen 
ausgehend wurde Gaufs auf diese Ausdrücke hingeführt, und er war 
es, welcher ihnen den jetzt gebräuchlichen Namen beilegte; wenn auch 
unter einem ihm eigentümlichen Gesichtspunkte. In der Theorie der 
quadratischen Formen von zwei und von drei Yariablen, also bei einem 
rein arithmetischen Probleme wurde nämlich Qaufs darauf geführt^ einen 
aus den EoefiBizienten gebildeten Ausdruck besonders zu bezeichnen, 
weil von ihm die Haupteigenschaften jener Form vorzüglich abhängen, 
und er wählte zunächst nur für diese den Namen Determinante (numerus 
determinans). So beschäftigt sich OoMps im Artikel 154 seiner Dis- 
quisitiones arithmeticae bei der Theorie der binären quadratischen 
Formen im wesentlichen mit den Determinanten von 4 Elementen, 
während er im Artikel 267 bei Gelegenheit der Untersuchung der 
tenmren quadratischen Formen der Hauptsache nach die Eigenschaften 
der Determinanten von 9 Elementen darlegt. 

Durch die ganz eigentümliche Betrachtung der hier auftretenden 
Determinanten hat Gcmfs den AnstoJs zu der arithmetischen 
Behandlung dieser Theorie, insbesondere für die allgemeine Unter- 
suchung der quadratischen und auch der höheren Formen gegeben, 
welche heute eine der wichtigsten Anwendungen der Determinanten- 
iheorie bildet. 

Besonders hervorzuheben ist es aber, dafs Gaufs gerade durch 
seine DarsteUimgstveise einen groisen EinflulB auf die späteren Arbeiten 
in diesem Felde ausgeübt und damit den grofsen Fortschritt vor- 
bereitet hat, welcher besonders durch Cauchy und später durch Jacobi 
in der ersten Hälfte des neunzehnten Jahrhunderts im wissenschaft- 
lichen Aufbau der Determinantentheorie gemacht worden ist. 

Bis jetzt waren nämlich die Determinanten wirklich nur ein 
reines Werkzeug gewesen, durch dessen Hilfe die Ausführung 
anderer Arbeiten erleichtert werden sollte; sie waren so bei der Auf- 
lösung eines Sjstemes linearer Gleichungen, bei dem Problem der 
Elimination, bei Aufgaben aus der analytischen Geometrie und der 
Zahlentheorie mit gutem Erfolge benützt, aber niemals weiter ver- 
vollkommnet oder eingehender untersucht worden, ab es der jedesmal 
vorliegende Zweck unbedingt erforderte. 

Cauchy war der erste, der die Determinanten um ihrer selbst 
willen eingehend untersuchte und damit den Grund legte zu einer 
systematischen Entwicklung dieser neuen Theorie. In einer umfang- 
reichen Arbeit, die er am 30. November 1812 im Institut de France las 
'(Memoire sur les Fonctions, qui ne peuvent obtenir que deux valeurs 
Egales et de signes contraires par suite des transpositions oper^es entre 
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las variables qn'elles renferment), gibt er eine ausföhrliche Enin 
Wicklung der wichtigsten Sätze über die Determinanten anf Ghund 
einer eingehenden üntersncliung der sogenannten alternierenden 
Funktionen. Der merkwürdige umstand, dafs diese grundlegende Ab- 
handlung Ccmchys seinerzeit fast unbeachtet geblieben ist, lalst sich 
yielleicht zum Teil auch darauf zurückführen^ dafs Ccmchy, wie dies 
seine Art war, noch öfter auf diesen Glegenstand in erneuter Behand- 
lung zurückgekommen ist, und es dem Leser hierdurch, sowie auch 
durch yeriknderte Bezeichnungen, mitunter etwas erschwert hat, die 
bleibenden Besultate zu finden. So bezeichnet Cauchy in späteren 
Arbeiten die Determinanten auch als „fonctions altem^es^', oder als 
„resultants''; es sind dies alles sehr geeignete Namen für die Deter- 
minanten, da die in ihnen hervorgehohenen Eigenschaften denselben 
wirklich charakteristisch zukommen, aber es hat stets seine Bedenken, 
den einmal eingeführten Namen eines Gegenstandes ohne zwingende 
Gründe zu veiundem. 

Obwohl somit Cauchf die erste systematische Untersuchung der 
Determinanten durchgeführt hatte, war es doch erst Jacobi, der schon 
seit dem Jahre 1826 die neuen Methoden benützt und sie in wesenlr 
lichen Punkten ausgebildet hatte, welcher der Determinantentheorie 
das Bürgerrecht in der Mathematik erwarb. Den Inhalt seiner hier- 
hergehorigen Untersuchungen und zugleich eine vollständige syste- 
matisch geordnete Zusammenfassung der Grundlagen dieser ganzen 
Theorie legte er in den beiden grofsen Abhandlungen: „De formatione 
et proprietatibus determinantium^^ und „De Determinantibus fnnctionali- 
bus^ nieder und gab Omen mit seiner gewohnten Präzision und Weit- 
sichtigkeit eine neue Basis; namentlich erscheinen erst Yon da an 
Namen und Bezeichnungen im wesentlichen so wie heute.*) Man hat 
diese als die Grundlage fiir die Weiterentwicklung der wissenschaft- 
lichen Determinantentheorie anzusehen, und ihr Entstehungsjahr 1841 
bezeichnet den Zeitpunkt, in welchem die Determinanten auf festem 
Grunde in die Wissenschaft eingeführt worden sind. 

Von nun an ergielst sich ein breiter und weit verzweigter Strom 
von Abhandlungen über diesen Gegenstand, welche sowohl auf den 
Einfluls jener beiden Joco&ischen Abhandlungen, als auch auf die yon 
ihm selbst ausgehende Anregung unmittelbar zurückgeführt werden 
können; man kann sagen, dafs sich auf der von Jacobi geschaffenen 
Ghoindlage eine ganze Schule entwickelt hat. So kam es, dais durch 

•) Grelles Jonmal Bd. 22 p. 286— S18, ibid. p. 819—869, Werke Bd. m 
p. 866— 488. 
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die Arbeiten Jaccbis und seiner Schüler diese neue Richtung noch 
eher in Deutschland bekannt nnd geläufig wurde ^ als in Frankreich^ 
obwohl sie dort schon ein Menschenalter früher wissenschaftlich be- 
gründet worden war. 

So grofs war die Populariföt dieser neuen Ideeen und so weit ihre 
Verbreitung; dais schon im Jahre 1854 ein Lehrbuch der Deter- 
minantentheorie erschien, nämlich das sehr lesenswerte Werk des 
italienischen Mathematikers Brioscki ^^la teoria dei determinanti^^ 
(Payia); dasselbe gibt eine kurze und prazise Zusammenstellung der 
Haupteigenschafken der Determinanten; im Jahre 1856 wurde es durch 
eine deutsche Übersetzung mit einem Vorworte von Schellbach weiteren 
Kreisen zuzüglich. Endlich erschien im folgenden Jahre das erste 
deutsche originale Lehrbuch: ;;Die Theorie und Anwendung der Deter- 
minanten '' von B. Bälger. Dieses Werk kann zwar nicht in dem Sinne 
ab Lehrbuch aufgefaCst werden , dais es eine einheitliche systematische 
Entwicklung des Gegenstandes gibt, aber es ist dadurch von hervor- 
ragender Wichtigkeit für die Verbreitung dieser Lehre geworden, dais 
es eine knappe, jedoch leicht faJGsliche Zusammenstellung der Resultate 
der Theorie nebst ihrer Herleitung und eine FüUe historischer Notizen 
enthalt. So ist es auch bis auf den heutigen Tag das beste Nach- 
schlagebuch über diesen Gegenstand geblieben, obwohl seitdem in 
Deutschland und im Auslande eine grofse Zahl kleinerer und grölserer 
Lehrbücher der Determinanten erschienen sind, wie z. B. die Werke 
von Hesse (1872), DöTp, Qimther (1875), das sehr kompendiöse von 
Mansum (4« ed. Paris 1883) u.a. 

Auch sonst ist seit dieser Zeit die Literatur über diesen Gegen- 
stand mächtig angeschwollen, und jetzt ist die Kenntnis des Deter- 
minantenkalkuls, welche um die Mitte des vorigen Jahrhunderts fast nur bei 
den Schülern Jacöbis zu finden war, ganz allgemein unter den Mathe- 
matikern verbreitet. Eine grofse Menge einzelner formaler Resultate 
wurden nun gefunden, so dafs es jetzt bereits nicht mehr leicht ist, 
sie übersichtlich der Theorie einzuordneiL Besonders wurde aber eine 
Anzahl neuer symbolischer Methoden weit ausgebildet, und es ent- 
wickelte sich immer mehr die Hinneigung zu einem Schematismus, 
welcher den Zweck verfolgt, durch eine einmalige Anstrengung die 
kontinuierliche Anspannung des Geistes, das Denken, überfiüssig zu 
machen. 

§2. 

Aber so sehr auch gerade in der Theorie der Determinanten die 
Ausbildung des Schematismus berechtigt ist, da durch ihn ihre Ent- 
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wickltmg erst eigentlich angeregt wnrde^ so mufs man sich doch 
immer bestreben^ zur Gedankenentwicklnng zurückzukehren. Hier sind 
es mm die Engländer^ deren Verdienste in erster Linie zn nennen 
sind. Sehr bald nach dem Erscheinen der beiden Abhandlungen 
Jacobis hatten sie sich mit Eifer nnd 61ück dieser neuen Theorie zu- 
gewandt^ und während gerade sie auf der einen Seite den Schematismus 
sehr weit ausbildeten, waren sie es auch, welche diese Bildungen mit 
feinem Takte auffalsten und den ihren Beziehungen zu Gh*unde liegenden 
gedanklichen Inhalt auffanden, welcher der Keim einer der wichtigsten 
Begriffe der modernen Mathematik geworden ist. 

Es war in den vierziger Jahren, als einige Abhandlungen des 
englischen Mathematikers Cayley über „Hyperdeterminanten^' erschienen.*) 
Dieser Name drückt nicht genau das aus, was Cayley mit ihm sagen 
wollte; in diesen kleinen aber vom historischen Gesichtspunkte aus 
sehr bedeutungsvollen Aufsätzen ging Cayley nämlich von der 
glücklichen Idee aus, gewisse wesentliche Eigenschafben der Deter- 
minanten auch bei anderen algebraischen Gebilden aufzusuchen, und 
entdeckte so ein gröfseres Gebiet algebraischer GrölBcn mit gemeinsamen 
charakteristischen Eigenschaften, von dem die Determinanten nur einen 
Teübereich bilden. Cayley fühlte mit gro&em mathematischen Taktgefühl 
die wirklich bestimmenden Eigenschaften der Determinanten heraus und 
begründete durch seine glückliche Verallgemeinerung die Theorie der 
Invarianten. Diesen Namen hat den Cayleyschen Hyperdeterminanten 
der englische Mathematiker Sylvester beigelegt, welcher unmittelbar 
nach Cayley und in stetem Zusammenwirken mit ihm seine Grund- 
gedanken mit grolkem Scharfsinn und bedeutendem Erfolge weiter 
entwickelt hat. 

Die Determinanten sind mit die ersten und die einfachsten 
Invarianten, die in der Geschichte der Mathematik aufgetreten sind; 
alle Eigenschaften, die für die allgemeinen Invarianten charakteristisch 
sind, findet man bei ihnen gleichsam in nuce zusammen, und so kann 
man die Determinanten gedanklich am vollständigsten als die einfachsten 
Invarianten charakterisieren. 



§3. 

Ein naturgemälser Eingang in die Theorie der Determinanten wird 
sich aber nicht unter diesen weiten und höchsten Gesichtspunkten 
darbieten, da sie ja erst durch das Studium der Determinanten 



•) Cayley Cambridge mathematical jotimal t. IV p. 1193, t. VI p. 87. 
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selbst gewomien werden können. Die meisten Lehrbücher, wie z.B« 
Balmer, gehen nach dem Vorgänge CoMchys nnd Jdcdbis direkt yon 
der aUgemeinen Definition der Determinanten aus, um dann ans dieser 
ihre Eigenschaften zu entwickehi. So einfeich nnd sicher aber anch 
dieser Weg ist, so ist er historisch nicht begründet, nnd er dürfte 
sich auch vom pädi^ogischen Standpunkt ans schon deshalb nicht em- 
pfehlen, weil dem Lernenden nicht die Gfründe angegeben werden 
können, warum gerade diese Gebilde einer Untersuchung unterworfen 
werden. Der pädagogisch empfehlenswerteste Weg scheint der zu 
sein, welcher durch die historische Entwicklung der Determinantentheorie 
selbst gewiesen wird. 

Wie wir im Eingange dieser Vorlesung bereits hervorhoben, 
wurden Leibnitz und Cramer mit Notwendigkeit auf die Determinanten 
geführt, als sie ein System linearer Gleichungen auflosen wollten, und so 
bUden diese Ausdrücke das letzte Glied einer Kette von Abstraktionen, deren 
Anfang unmittelbar auf Diophantus zurückreicht. Er war nämlich — 
soweit wir wissen — der erste, der für eine unbekannte Grolse einen 
Buchstaben, nämlich das Schlubsigma einführte, um sie aus einer vor- 
gelegten Gleichung berechnen zu köimen. Dagegen vermochte er nicht 
den weiteren Schritt zu tun, nämlich auch eine zweite unbekannte 
ebenfialls durch einen neuen Buchstaben zu bezeichnen, um so in 
gleicher Weise ein System von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten 
aufzulösen. Was ihm versagt blieb, leisteten die Araber. Sie be- 
zeichneten auch die anderen etwa noch gesuchten Gröls^i mit Buchstaben 
und schufen so ein System linearer Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten und mit bestimmten Zahlenkoefüzienten. Ein weiterer Schritt 
bestand darin, dals man derartige Gleichungen nicht für bestimmte, 
sondern für literal gegebene Werte der Eoefüzienten betrachtete, wobei 
aber immer noch die Anzahl der gegebenen Gleichungen eine völlig 
bestimmte Zahl war. Von dem Augenblicke an, wo auch noch die 
Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten gleich einer beliebigen 
unbestimmten Zahl n angenommen wurde, ist zu ihrer einheitlichen 
Lösung die Einführung der Determinanten unmittelbar gefordert 

Aber die moderne Mathematik begnügt sich nicht damit, ein der- 
artiges System von n linearen Gleichungen lediglich aufzulösen, wie 
dies das einzige Ziel der früheren Untersuchungen war. Sie betrachtet 
vielmehr die linearen Funktionen, welche die linken Seiten jener 
Gleichungen bilden, und die Grölsen, welche aus diesen zusammen- 
gesetzt werden können, und damit erhebt sich die moderne Arithmetik 
weit über die Betrachtung der blolsen Zahlen, welche früher ihr 
einziges Feld war. Erst in diesem Zusammenhang findet die Theorie 
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der Determinanten ihre volle Würdigung ab der zweite Teil der all- 
gemeinen Arithmetik. 

Ans den soeben herroi^ehoben^i Gfründen sollen nun die linearen 
Gleichungen mit mehreren unbekannten untersucht werden^ um zunächst 
den Charakter ihrer Lösungen festzustellen. Anstatt aber gleich auf 
den allgemeinen Fall Yon n Gleichungen mit n Unbekannten einzugehen, 
was im wesentlichen ohne besondere Hilfsmittel geschehen konnte, 
werden wir zuerst die Systeme von zwei und drei Gleichungen mit 
ebensoyielen unbekannten einer eingehenden Betrachtung unterwerfen, 
obwohl diese Aufgaben bereits im Gymnasialunterricht so eingehend 
behandelt werden, dais es zunächst schwer erscheinen könnte, noch neue 
Gedanken an sie anzuknüpfen. Der hier gewählte Eingang hat aber 
einmal den Vorteil, dafis man bei diesen elementarsten Fragen schon 
die Probleme und G^ichtspunkte deutlich hervorheben kann, die in 
der allgemeinen Theorie von prinzipieller Bedeutung sind; dann aber 
lassen sich bereits an die hier gefundenen Besultate unmittelbar die 
Anwendungen knüpfen, welche in der analytischen Geometrie von 
zwei tmd von drei Dimensionen seit Lagrange und in der höheren 
Arithmetik seit Oaufs von den Determinanten gemacht wurden, und 
die ihrerseits wieder die Anregung geben werden zu entsprechenden 
geometrischen Untersuchungen innerhalb eines Baumes von n Dimen- 
sionen und zu der arithmetischen Betrachtung der linearen und 
quadratischen Formen von beliebig vielen Variablen. 



Zweite Vorlesimg, 

AnflÖBTing von zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten. — Genauere 
Formnlienmg der Aufgabe. — Äquivalenz der GleichungsBysteme. — Die Deter- 
minanten zweiter Ordnung. — Darstellung der Lösung eines Gleichungssystemes 
durch Determinantenquotienten. — Die Eoeffizientensysteme oder Matrizen. — Der 
Bang der Systeme. — Auflösung zweier homogenen Gleichungen mit drei 

Unbekannten. 

§ 1. 

Den Ausgangspunkt für unsere üntersnchnngen bildet die einfache 
Aufgabe; die beiden unbekannten Gröfsen x und y aus den beiden 
linearen Gleichungen 

.. ax +by +c=0 

^ ^ dx + Vy + c' = 

zu bestimmen. Die sechs Koeffizienten sollen als unbestimmte Grölsen vor- 
ausgesetzt werden; man kann daher jene Aufgabe auch so aussprechen: 

Es sollen diejenigen Funktionen der sechs Grofsen ( | , ) \ 

gefunden werden, welche fOr x und y in die Gleichungen (1) 

eingesetzt; diese identisch befriedigen. 
Der gewöhnliche Weg, aus den Gleichungen (1) die Werte der 
unbekannten x und y zu berechnen, besteht bekanntlich darin, daCs 
man aus ihnen zwei neue sogenannte reduzierte Gleichungen her- 
leitet, von denen die eine nur a?, die andere nur y enthalt, dafs man 
also das System (1) auf zwei Gleichungen mit je einer unbekannten 
reduziert, die dann unmittelbar aufgelöst werden können. In der Tat 
gehen so aus (1) die Gleichungen: 

(2) (a6'"a'6)a;'=(6c'-6'c), (a&'- a'6)y = (ca'- c'a) 
hervor, aus denen sich für x und y unmittelbar die Werte 

ergeben. Bei dieser Art der Reduktion muis jedoch jedesmal die Frage 
beantwortet werden, ob ebenso wie die abgeleiteten Gleichungen (2) 
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eine notwendige Folge der ursprünglichen sind; diese aach unbedingt 
ans jenen hervorgehen^ ob also die Losung der abgeleiteten Gleichungen 
auch die ursprünglichen befriedigen. Femer aber würde diese Methode 
in dem speziellen Falle^ wo aV — a^h=^0 ist^ zu den Gleichungen 

(2b) hc' - Vc = 0, ca' - c'a= 

führen, welche durch keinen Wert von x und y befriedigt werden können, 
man würde also bei dieser Art der Behandlung das Auftreten so- 
genannter unmöglicher Gleichungen niemals auszuschlielsen imstande sein. 
In der gesamten Mathematik ist es aber von grundlegender Wichtig- 
keit, dafs eine jede ihrer Fragen yon vornherein so gestellt werde, 
dafs man eine Antwort notwendig erhalten mub; erst dami kann mau 
sagen, dafs die Frage selbst eine naturgemalse ist. Zu einer solchen 
Fragestellung führt in diesem Falle die folgende Überlegung: Faist 
man die Grofsen x und y nicht als bestimmte aber noch unbekannte 
Grofsen auf, betrachtet man sie vielmehr, wie dies stets im folgenden 
geschehen soll, als variable Grofsen, welche unabhängig voneinander 
alle positiven und negativen endlichen Zahlenwerte durchlaufen können, 
so kann man das Problem der Auflösung der beiden Gleichungen (1) 
folgendermalsen ansprechen: 

Welche Beschränkung wird der Yeianderlichkeit der 

beiden Variablen x und y durch die Forderung auferlegt, dafs 

zwei lineare Funktionen derselben 

(2c) f = ax +hy +c 

^ ^ f=^a'x + Vy + c' 

den Wert Null haben soUen? 
Bei dieser Art der Fragestellung muij9 man stets eine positive Antwort 
erhalten, denn gelangt man durch Verbindung der ursprünglichen 
Gleichungen etwa zu einem Systeme der Form (2 b), so wird jetzt eben 
nur ausgesagt, dafs kein einziges Wertsystem (x, y) in dem gesamten 
Wertbereich der beiden Variabein jene beiden Ausdrücke zum Ver- 
schwinden bringen kann. Aufserdem lalst sich aber bei dieser 
Formulierung der Aufgabe auch leicht die Beziehui]^ der ursprünglichen 
Gleichungen zu den reduzierten feststellen, und damit das erste oben 
geauCserte Bedenken beseitigen, und gerade diese Untersuchung führt 
zu einem der wichtigsten Begriffe in diesem Gebiete, dem Begriffe 
der Äquivalenz der Systeme. 

Bildet man nämlich aus den beiden Funktionen (2 c) zwei neue 
homogene lineare Ausdrücke: 
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(3) F^af+a^f 

deren Koeffizienten (a, a\ /J, /5') ganz beliebige endliche Konstanten sind, 
so erkennt man sofort, dafs jedes System {xy y), durch welches /"und f 
zum Verschwinden gebracht wird, anch F und F' zu Null machen 
muis, dagegen braucht das umgekehrte nicht notwendig der Fall zu 
sein, wie man z.B. unmittelbar in dem Falle sieht, wo alle Koeffi- 
zienten (a, «', /J, /?') gleich NuU sind. Kann man aber auch die Funktionen 
(/J /*') etwa durch Auflösung von (3) homogen und linear durch {F^ F*) 
darstellen, so dafs auch 
(3a) f^a,F+a[F' 

ist, so folgt, dab auch jedes Wertsystem, welches F und F' zum Ver- 
schwinden bringt, auch die beiden Funktionen f und f zu Null macht 
Unter dieser Bedingung wird daher die Variabilität von x und y durch 
die Bedingungen, daCs entweder die Funktionen (/*, f), oder die Funk- 
tionen (F, F^) verschwinden sollen, genau in derselben Weise beschränkt; 
för diese Frage sind also die Funktionenpaare (f, /*') und (jP, F') 
absolut äquivalent. Wir wollen diese Beziehung folgendermalsen 
schreiben: ^^ ^r^ ^ ^^p^ jp/^^ 

und das bis jetzt erlangte Resultat in dem Satze aussprechen: 

Zwei Paare linearer Funktionen von x und y (f,f) und 
(jP, JP') heilsen äquivalent, wenn die Funktionen f und /*' 
homogen und linear durch (FyF^) darstellbar sind und um- 
gekehrt Ist ^f,f')^(F,F'), 

SO wird die Variabilität von (x, y) durch die beiden „äqui- 
valenten Gleichungssysteme'' 

/•=0, r=0 und JF=0, F'^0 
genau in der gleichen Weise beschränkt. 
Die im Anfange dieses Abschnittes erwähnte AuflosungsmeÜhode 
der Gleichungen (1) besteht nun einfach darin, daCs das System (f, f) 
durch ein äquivalentes {F^F^) von zwei linearen Funktionen ersetzt 
wird, von denen die eine nur die Variable x, die andere nur y ent- 
hält. Ein solches System soll ein redueiertes genannt werden. Hierzu 
hat man in (8) die noch vollständig willkürlichen Konstanten (a, a!j ß, ß^) 
80 zu bestimmen, dafs in F und F* die Koeffizienten von x beziehungs- 
weise von y gleich Null sind. Zu diesem Zwecke braucht man offen- 
bar nur: 
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a\ a'a= — a 



zu setzen. Dann erhalt man an Stelle des ursprünglichen Systemes 
(/*,/*') das folgende: 

F = a7- af= (a'6- a60y + (a'c - ac') 

nnd die Auflösung der beiden „reduzierten Gleichungen" {F=^ 0, jP'= 0) 
ergibt dann die in (2 a) gefiindenen Werte yon x und y. 

§2. 

Es fragt sich nun, ob die aus (4) sich ergebenden Losungen mit 
dexgenigen yon den ursprünglichen Gleichungen 

(1) f=Q, r=o 

notwendig identisch, d. h. ob die beiden Systeme (/) f) und {F, F ') 
äquivalent sind. Um diese Frage zu entscheiden, lösen wir die vorher 
gefundenen Gleichungen (4): 

F^a^f-af 
(1*) F'^Vf-hf 

nach f und f auf, indem wir sie, beziehlich mit (~ 6, a) und mit 
(--6',a') multipliziert, addieren, und erhalten: 

^^^^ (a6'- a' 6)/*'= a^P- VF, 

Während also das erste Gleichungssystem (4) besagt, dals die 
Gleichungen F=F^=0 eine notwendige Folge sind von f=f=^0, 
zeigt die zweite nur, daCs aus F=F' = nur geschlossen werden kann: 

(a6'-a'6)/-=0, {aV - a'h)f' ^0. 

Ist also der aus den Koeffizienten von x und y gebildete Ausdruck 
(aV — a'h) von Null verschieden, so ist in der Tat jede Lösung des 
einen Gleichungssystems auch eine solche des anderen und umgekehrt, 
das System (f, f) ist also dem reduzierten (jP, jP') äquivalent. 

Ist dagegen 
(2) a6'-a'& = 0, 

so erkennt man sofort, dafs ein System zu (/^ f) äquivalenter reduzierter 

Funktionen nicht existiert. Soll nämlich 

-F= af+ a'f'=(aa + a'a')x + (ab + a^V)y + {ac + a'c') 

eine Funktion sein, in welcher der EoefQzient von x gleich Null, 

der von y aber von Null verschieden ist, so mufs 
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aa + a'a' = 0, also a = ta^ a'= — <a 

sein, wo t eine beliebige Gbröise bezeichnet. Dann yerscliwindet aber 
unter der Voraussetzung (2) auch der Koeffizient — <(a6' — a'6) von y, 
man erhalt also in diesem Falle keine reduzierte Funktion dieser Art. 
Es ergibt sich also der wichtige Satz: 

Das System (f, f) ist dann und nur dann einem reduzierten 
Systeme (F, JP') äquivalent, wenn der aus den Koeffizienten 
von X und y gebildete Ausdruck 
(3) ab'-a'b 

von Null verschieden ist. 

Schon hier zeigt sich also der Ausdruck (aV — a'b), welcher aus 
den vier Koeffizienten des Systems 



(*) (:■'•) 



aV -a'b 



in leicht verständlicher Weise gebildet ist, als eine „determinierende^ 
Funktion, weil sie und nur sie darüber entscheidet, ob das ursprüng- 
liche Gleichungssystem durch ein „reduziertes^^ direkt auflösbares 
ersetzt werden kann oder nicht. Da derselbe somit den Charakter des 
Gleichungssystems (/*=0, f ==0) bestimmt, oder determiniert, so wollen 
wir ihn als Determina/nte bezeichnen, und ihn, um gerade seine Be- 
ziehung zu jenen 4 Gröfsen f J , , j deutlich hervortreten zu lassen, 

und auch um seine Entstehungsart aus den Funktionen f und /*' zu 
kennzeichnen, durch: 

bezeichnen. Mitunter soU, wo kein Mifsverständnis zu befürchten ist, 
jene Determinante auch in der Form 

(5a) I a, 6 I 

geschrieben werden. Die vier Koeffizienten (a, &, a\ V) heilsen die 
Elemente der Determinante. Dieselben sind so geordnet, dafs die 
Koeffizienten (a, b) und (a', 6') einer und derselben Funktion / und /*' 
nebeneinander, d.h. in derselben Horizontalreihe oder Zeile stehen^ 
wahrend die Koeffizienten (a, a') und (&, V) einer und derselben Variablen 
IT und y untereinander, d.h. in derselben Vertikalreihe oder Kolonne 
stehen. Zeilen oder Kolonnen werden auch als Reihen bezeichnet. 
Da die Determinante (5) aus zwei Zeilen und zwei Kolonnen gebildet 
ist, so soll sie eine Determinante zweiter Ordnung genannt werden. 
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Um aus dem Eoeffizientensystem f | . J seine Determinante zn 

bilden, multipliziere man die beiden in einer Diagonabeibe stehenden 
Elemente (a, &') nnd (h, a') miteinander und ziehe das zweite Produkt 
Yon dem ersten ab. Vertauscht man in der Determinante die beiden 
Horizontalreihen oder die beiden Yertikalreihen, so folgt aus diesem 
BildungsgesetzOy dals die Determinante ihrem absoluten Werte nach 
ungeandert bleibt, aber das entgegengesetzte Vorzeichen erhalt; es 
ist also: 



(6) 






h, a 
6', a' 



a, b 



= + 



b, a 



Die Reihenfolge der Horizontatreihen und der Yertikalreihen der Deter- 
minante ist abo nicht auf den absoluten Wert, wohl aber auf das 
Vorzeichen derselben yon Einfluß. 

Es sei nun zuimchst die Determinante aV — a'b von Null yer- 
schieden, d. L es sei das System (f, f) dem reduzierten (F, F') in (4) 
äquiyalent. Lost man dann an Stelle der ursprünglichen Gleichungen 
(1) die reduzierten: 

auf, und berücksichtigt dabei, dafs in ihnen die Koeffizienten yon x 
und y, abgesehen yom Vorzeichen, die nicht yerschwindende Deter- 
minante I a, 6 I sind, so erhält pian als einzige Losung dieses und 
damit auch des ursprünglichen Gleichungssystems die schon oben ge- 
fundenen Quotienten 



(7) 



be'-h'c 

ab' — a b ^ 



ca' — & a 
ab'-a'b 



In diesem, dem sogenannten allgemeinen Falle besitzt also das 
Gleichungssystem (1) eine und nur eine Losung. 

Auch die beiden Zahler yon x und y lassen sich als Determinanten 
schreiben, nämlich als diejenigen, welche aus den Eoefßzientensystemen 



0.:.) -^ 0,:-) 



gebildet sind und welche in der oben angegebenen abgekürzten 
Schreibweise durch \b,c\ und \c,a\ bezeichnet werden können. Hier- 
nach erhalten die Ausdrücke für x und y die folgende übersichtliche 
Gestalt 

\a,b\' y- \a,b\ ' 



(7a) 



iC = - 
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Diese Ldsung kann auch in der Form einer Doppelproportion gesclirieben 

werden: 

(7b) x:y:l^\b,c\:\c,a\:\a,b\ 

= (6c'- Vc) : (ca'-c'a) : (aV- a'b). 

Setzt man die Werte von x nnd y, welche die arsprfinglichen Glei- 
chungen (1) identisch befriedigen, in dieselben ein, nnd multipliziert nun 
mit ihrem gemeinsamen Nenner, so ergeben sich die beiden Identiiäten, 
Ton deren Richtigkeit man sich auch durch direkte Ausrechnung leicht 
überzeugen kann: 

(7c) ^(6c'- Vc) + t(ca'- c'a) + ^ (a6'-a'J) = 0, 

(i c 

wo diese Schreibweise andeuten soll, dafs jene Gleichung sowohl fOr 
(a, b, c), als auch ftlr (a', V, c') als Koeffizienten gilt, und das zuerst 
von Biemann eingeführte Zeichen = besagt, dab jene Gleichungen 
identisch, d. h. fOr unbestimmte Werte der 6 Koeffizienten bestehen. 
In der Symmetrie und Gesetzmäfsigkeit dieser Identität liegt eine grofse 
ästhetische Befriedigung, welche gerade in diesem Gebiete geweckt 
und gepflegt werden muls, obwohl es ein rein formales Resultat ist. 
Die drei Determinanten 

(8) 

welche auf der rechten Seite der Proportion (7 b) auftreten, sind die 
einzigen dem absoluten Werte nach verschiedenen, welche man aus 
dem Koeffizientensysteme 

« (:!,'■:•) 

der linearen Funktionen f und f bilden kann, und zwar erhält man 
die Elemente der drei zu x, y und 1 proportionalen Determinanten, 
wenn man aus dem obigen Systeme beziehlich die Koeffizienten 
von X, y und 1 forÜäist. Aber auch die Anordnung der Elemente 
in jenen drei Determinanten | &, c |, | c, a |, \a,b\ ergibt sich in ein- 
facher Weise aus der ersten. Vertauscht man nämlich die Buchstaben 
(a, b, c) und natürlich auch die gestrichenen Buchstaben so, dals man 
jeden von ihnen durch den folgenden, und den letzten wiederum durch 
den ersten ersetzt, ersetzt man also die Buchstaben (a, b, c) beziehlich 
durch (b, c, a), so geht die zweite Determinante aus der ersten, die 
dritte aus der zweiten, die erste wiederum aus der dritten hervor. 
Eine derartige Yertauschung dreier oder mehrerer Elemente heifst eine 
cyklische Permutation. Um also die zu x, y, 1 proportionalen 



b, c Cy a Qy b 

b\ e ' c\ a' ' a\ V 



§ 2. Die Determinanten zweiter Ordnung. 17 

Determinanteii za erhalten, hat man der Reihe nach ans dem Eoeffi- 
zientensysteme (9) die erste, zweite oder dritte Yertikalreihe zu streichen 
nnd die übrigen Kolonnen cyklisch anzuordnen. 

§3. 

Ans den soeben durchgeführten Untersuchungen hatte sich ergeben, 

dais die Gleichungen (1) eine und nur eine Losung besitzen, faÜs die 

Determinante (aV — a'i) von Null verschieden, £bJ1s also das System 

(/) f) einem reduzierten äquivalent ist Es sei nun diese Determinante 

dann ergeben sich aus (4) auf S. 13 für alle Werte der Variablen (x, y) 
die beiden Gleichungen 

denen sich noch die dritte Gleichung 

(la) r'^c'f- cf^ (c'a - ca')x + (c'6 - cV)y 

an die Seite stellen läfst. Da nun für jedes Wertsystem (x, y), welches 

f und f zum Verschwinden bringt, auch F und F' gleich Null ist^ so 

folgt aus (1), dals unter dieser Voraussetzung jene Gleichungen nur 

dann eine endliche Lösung haben können, wenn zugleich 

(2) aV-a'b^bc'-b'c^ca'-c'a^O 

Bind, d. h. wenn aufser | a, & | alle anderen Determinanten \h, c\ und 

I e, a I verschwinden, welche man aus dem Eoeffizientensysteme 

( ^ . ' f\ durch Weglassung je einer Eolonne bilden kaun. Ist dies 

aber der Fall, so gehen die drei Gleichungen (1) und (la) über in 
(2a) a'f^af, b'f^bf, e'f = ef'. 

Von den sechs Eoefßzienten von f und f möge nun mindestens 
einer von Null verschieden sein. Ist dies z. B. a, so ergibt sich aus (2 a) 

(2b) f'^if, 

imd aus den Gleichungen (2) folgt, dats die beiden anderen Gleichungen 

mit (2b) identisch sind.*) Jede Lösung von (f^O) ist also auch eine 
solche von (/"»O, /''»O) und umgekehrt. Für die Beschrankung der 
Variabilität besteht ako in diesem Falle die Äquivalenz 

*) Ware etwa &»0, so folgt ans ay^a'b, dafs auch 5'=>0 sein mnfB, dafs 
dann also die zweite Gleichung in (2 a) einfach fortgelassen werden kann. 

Kroneoker, Dettmiiiiuitoii. 2 
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Sind also alle Determinanten zweiter Ordnung des Systems ( ^ ,' , ) 

• Of y } c / 

gleich Nnll, so ist für die Beschränkung der Variabilität die eine 
Gleichung, hier f = 0, überflüssig. 

Die Gleichung mit zwei unbekannten 

welche in diesem Falle den beiden ursprünglichen äquivalent ist, 
besitzt, wenn nicht beide Koeffizienten (a, h) der Variablen gleich 
Null sind, eine einfache Mannigfaltigkeit von Losungen. Ist nämlich, wie 
oben angenommen wurde, a ^ 0, so folgt aus ihr 

(3) <^—'-^' 

während y yollig beliebig bleibt. Sind dagegen a, h gleich Null, 
während c^O ist, so geht /'=0 für jedes Wertsyetem von (a;, y) 
über in ^ 

eine Gleichung, der durch kein endliches Wertsystem {x, y) genügt 
werden kann. Ist endlich auch noch c gleich Null, d. h. verschwinden 
aUe Koeffizienten von f und f, so sind x und y durch diese Be- 
dingungen in ihrer Variabilität gar nicht beschränkt, und man erhält 
ftlHrlftTiTi eine zweifache Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

Die sämtlichen Möglichkeiten, welche sich bei der Auflösung der 
beiden Gleichungen 

f ^ax +by +c=0 

/•»«a'a^ + ft'y + c'^O 

darbieten können, sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, wobei 
bemerkt werden mag, . dals unter der Bezeichnung (Ä, JB . . .) ^ 
oder {Ä, B . . .) = verstanden werden soll, dafs von den Gröfsen des 
Systems (J., B . . .) entweder mindestens eine von Null verschieden ifit, 
oder dafs sie alle verschwinden. 

L (|o,6|, \h,c\, |c,a|)^0 

a) I a, & I ^ eine einzige endliche Lösung, 

b) I a, & I = keine endliche Lösung. 

n. (|a,6i, |6,c|, |c,a|) = (a, 6, c; a', 6', c') ^ 

Eine Gleichung ist überflüssig. 

a) (a,&; a\ b') ^ eine einfache MannigMtigkeit end* 

lieber Lösungen, 

b) (a, 6; a', 6') == keine endliche Lösung. 
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HL (a, b, C] a', 6', c') = eine zweifache Mannigfaltigkeit von 

Lösungen; beide Gleichungen sind 



Zunächst ergibt sich ans dieser Zusammenstellnng^ dafs bei der 
ursprünglichen Auffassung des Problemes auch hier in den speziellen 
Fallen Ib und üb sogenannte unmögliche Gleichungen auftreten. 
Fragt man aber wieder nach der Beschränkung der Variabilität, welche 
den Veränderlichen x und y durch die Gleichungen (/*= 0, /*' = 0) auf- 
erlegt wird, so ist in jenen beiden Fallen die Antwort einfach die, dals 
durch sie eben alle Wertsysteme der Variablen ausgeschlossen werden. 

Femer leitet aber diese Einteilung unmittelbar zu den beiden 
wichtigsten Begriffen über, welche die moderne Wissenschaft in diesem 
Gebiete gefanden hat, zu dem Begriffe des Systemes oder der Matrix 
und dem ihres Banges. Betrachtet man die sechs Koeffizienten 
(a, 6, C] a', 6', c') der beiden Funktionen /*und f, so ordnen sich diese 
Yon selbst einmal in zwei Gh-uppen zu je dreien, entsprechend den 
beiden Gleichungen, sodann entspricht jedem Elemente der einen Ghnppe 
ein ganz bestimmtes der anderen, welches in der anderen Funktion 
denselben Multiplikator Xy y oder 1 besitzt. So dürfte die passendste 
Schreibweise für das Eoeffizientensystem unter Berücksichtigung jener 
beiden Beziehungen die folgende sein 






denn hier entsprechen die beiden Horizontalreihen oder Zeilen den 
zu f und /' gehörigen Koeffizienten, während die drei Vertikalreihen 
oder Kolonnen die einander zugeordneten Elemente aus jenen beiden 
Funktionen enthalten. Ein so geordnetes rechteckiges System von 
Elementen nennt man nach dem Vorbüde der Engländer eine Matrix. 
Durch Weglassung je einer Vertikalreihe kann man aus dieser 
Matrix, wie bereits auf S. 16 erwähnt wurde, genau drei aus verschiedenen 
Elementen bestehende Determinanten zweiter Ordnung 

|a,6|, |6,c|, |c,a| 

ableiten, und durch Weglassung je zweier Kolonnen und je einer Zeile 
findet man dann die sechs Gleichungskoeffizienten 

a, &, c; a', 6', c' 

selbst. Wir wollen im folgenden auch einen solchen einzelnen Koeffi- 
zienten z. B. a mitunter als eine Determinante aufGusen und ihn als- 
dann durch | a \ bezeichnen; da dann | a \ nur eine Zeile und eine Kolonne 

2* 
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besitzt, so soll sie eine Determinante erster Ordnung genannt werden. 
Diese Einftlhrang ist nicht bloüs aus formalen Ghründen geschehen, 
sondern jene einlEichsten Ausdrücke besitzen in der Tat alle Deter- 
minanteneigenschaften, nur sind sie eben hier trivial 

Um die hier zu unterscheidenden Eigenschaften der Matrix ( | j^? r) 

in übersichtlicher Weise zu kennzeichnen, stellen wir die folgenden 
Definitionen auf: 

1. Die Matrix ( | rf f) ^^ "^o^ Bange oder von der Stufe 

zwei, wenn wenigstens eine ihrer Determinanten zweiter Ord- 
nung Yon Null yerschieden ist. 

2. Diese Matrix hat den Bang eins, wenn alle ihre Determinanten 
zweiter Ordnung verschwinden, während mindestens eine Deter- 
minante erster Ordnung, d. L einer der sechs Koeffizienten von 
Null verschieden ist. 

3. Die Matrix ist vom Bange Null, wenn alle ihre Elemente 
verschwinden. 

Diese drei Definitionen kann man folgendermalsen in eine einzige 
zusammenfassen : 

Die Matrix \ ] ^f r ) ^st vom Bange r, wenn mindestens 

eine ihrer Determinanten r*^ Ordnung von Null verschieden 
ist, während alle ihre Determinanten von höherer als der 
r^n Ordnung verschwinden. Diese Eigenschaft soll durch die 
Gleichung 

charakterisiert werden, wo r eine der Zahlen 0, 1, 2 bedeutet. 

Mit Hilfe dieses Begriffes lassen sich die Falle I, U, III der obigen 
Zusammenstellung in höchst einfacher Weise folgendermaJben zu- 
sammenfassen: 

Ist r der Bang des Eoefßzientensystemes der beiden 
Gleichungen f^O, /*'=0, so sind (2 — r) von ihnen über- 
flüssig, d. h. jenes System kann durch eines von nur r Glei- 
chungen vollständig ersetzt werden, und ihre Lösungen bilden 
eine (2 — r)- fache Mannigfaltigkeit, falls diese Gleichungen 
überhaupt endliche Lösungen zulassen. 

Ein für die Folge wichtiger spezieller Fall ist der, dals c=c'=0, 
dals also die beiden homogenen Gleichungen 
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/•«aaj + fty-O 

gegeben sind. Ist ihre Determinante aV — a'b^O, so haben sie nur 
die eine selbstrerstandliche Lösung 

aj = 0, y = 0. 

Ist dagegen \ajb\ = 0, aber mindestens einer der Koeffizienten etwa 
a Yon Nnll verschieden, so ist das System (/*» 0, f^^) äquivalent der 
einen Gleichung 

f=ax + by = 0, 

imd die vollständige Lösung ist dami 

x^^ — ht, y^at, , 

wo t eine Variable bedeutet. Sind alle Koeffizienten gleich Null, so 
wird die Variabilität von x und y überhaupt nicht beschrankt. Hieraus 
folgt der Satz, welcher die charakteristische Bedeutung der Deter- 
minante erkennen ULGst: 

Die beiden homogenen Gleichungen (4) haben dann und nur 
dann eine Lösung, aulser der selbstversi&ndlichen (a?=»0, y^^O), 
wenn ihre Determinante \a,h\ verschwindet. 



§4. 

Aus dem soeben gefundenen Satze geht bereits hervor, in wie 
naher Beziehung der Bang des Koeffizientensystemes zu dem Charakter 
der Lösungen linearer Gleichungen steht. Noch deutlicher wird dieser 
Zusammenhang, wenn man an Stelle von zwei nicht homogenen Glei- 
chungen mit zwei unbekannten zwei homogene Gleichungen mit drei 
Unbekannten 

g^ax+hy+ca=0 

(1) !f T JfT 

g'==a'x + b'y + e'a=-0 

untersucht. Fafst man hier (x, y, d) als reelle endliche Variable auf, so 
kann jede von ihnen unabhängig von den beiden anderen aUe positiven 
oder negativen endlichen Zahlenwerte annehmen. Man sagt dann, die 
Gesamtheit aller so sich ergebenden Zahlensysteme bildet eine drei- 
fiiche Mannigfaltigkeit, weil hier drei Gröisen auftreten, welche un- 
abhängig voneinander alle ihnen zukommenden Werte annehmen. Mit 
der Anwendung der vorhin benutzten Fragestellung kann man diese 
Au^be jetzt folgendermalsen aussprechen: 
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In welcher Weise wird die Veiunderlichkeit der drei 
Variablen Xj y, b durch die Forderung beschränkt^ dals die 
beiden homogenen Funktionen 

g ^ax + ly + c 
(la) 
^ ^ g'^a^x + Vy + c'ss 

gleich Null sein sollen? 

Offenbar gehen die beiden homogenen Gleichungen (ff =^0, g^=^0) 
aus den in (1) auf S. 10 betrachteten^ abgesehen Ton der Bezeichnung 
der Unbekannten, dadurch hervor, dals man in ihnen 

setzt und alsdann mit dem gemeinsamen Nenner z^ multipliziert. Ein 
Gleiches wird also auch im allgemeinen von den Losungen gelten. 
Da jedoch der Bereich von x und y von vornherein auf endliche 
Werte beschrankt worden war, so wäre hier der Wert jer'==0 aus- 
zuschlieiflen, und diese weitere und unsymmetrische Beschränkung der 
Variabilität von g' führte in der Zusammenstellung auf S. 18 die 
speziellen FaUe Ib und IIb ein, welche bei homogenen Gleichungen gar 
nicht auftreten können. Aus diesem Grunde ist es einfacher, die 
homogenen Gleichungen direkt zu untersuchen. 

Aus den Funktionen (la) kann man nämlich jetzt ein System 
von drei „reduzierten *' Funktionen 6?^, ö,, O^ herleiten, von denen 
jede nur zwei Variable homogen enthält; bildet man nämlich drei 
homogene Funktionen von g und g\ in denen beziehlich x, y und 
nicht auftritt, so erhalt man 

G^=ag^ — a^g=^\a,b\y — \c,a\0 

(2) G, = bg'-Vg = \b,c\0-\a,b\x 

G-^^^cg^ — c^g^^lc^alx — lbjCly. 

Ist nun zunächst der Ban^ der aus den Koeffizienten von g und g' 
gebildeten Matrix 

gleich zwei, so ist das System (9, g*) dem reduzierten (G^^, G^, G^) 
äquivalent, d. h. die Variabilität von (x, y, 0) wird in beiden Fällen 
durch die zugehörigen Gleichungen genau in der gleichen Weise be- 
schränkt. Ist nämlich auch nur eine der drei Determinanten zweiter 
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Ordnung von (M), etwa \b, c\y von Nall verscliieden^ so ergibt sich 
durch Auflösung der beiden letzten Gleichungen in (2) nach g und g^ 

\b,c\.g==c G^-b (?3 
^ ^ \b,c\.g'^c^G,-b'G,. 

Multipliziert man femer die Gleichungen (2) mit den Determinanten 

\bye\, \c,a\, \a,b\ und addiert sie dann^ so folgt wegen (7c) auf S. 16 

(4a) \b,c\G^ + \c,a\G^ + \a,b\G^=0. 

Jedes Wertsjstem (x, y, z) also^ welches g und g^ zu NuU macht^ 
bringt nach (2) auch G^, G^ zum Verschwinden^ und aus (4) folgt das 
Umgekehrte. Es ist also 

Da endlich ^egen (4a) jede Lösung der Gleichungen {G^^^Q^ G^=0) 
auch Gj^ zum Verschwinden bringt, da also durch die Hinzunahme der 
Gleichung G^=0 die Variabilität von (x, y, e) nicht weiter beschränkt 
wird, so ist wirklich . ,v /ry n ^ \ 

Die Gleichungen (2) kann man nun leicht vollständig auflösen. 
Ist nämlich t eine neue unabhängige Variable, so folgt zunächst aus 
der letzten Gleichung 

x = \b,c\t, y = \c,a\t, 

und durch Einsetzen dieser Werte in die erste und zweite Gleichung 

(5) x^\b,c\t, y = \c,a\t, 0^\ayb\t, 

oder in Form einer Proportion geschrieben 

(5a) x:y:ß = \bjC\:\Cya\:\a,b\, 

ein Resultat, dessen Richtigkeit man a posteriori unmittelbar aus den 
Identitäten (7 c) auf S. 16 erschliefsen kann. 

Ist also die aus den Koeffizienten gebildete Matrix vom 
Bange zwei, so sind die Werte der Lösungen durch eine un- 
abhängige Variable t eindeutig bestimmt, dieselben bilden also 
eine einfache Mannigfaltigkeit. 
Aus der symmetrischen, einfachen, fibersichtlichen Form dieses 
Besultates erkennt man schon hier den Wert der Einfahrung der 
Determinanten, aber auch die Wichtigkeit der richtigen Bezeichnung 
der Gleichungskoeffizienten. 

Ist der Bang jener Matrix nicht gleich zwei, so verschwinden die 
drei reduzierten Funktionen G^, G^, G^ identisch. Ist jene Matrix 
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Tom Bange eins, ist also anch nur einer der sechs Koeffizienten von 
g nnd g\ etwa a, von Null verschieden, so folgt ans der ersten 
Gleichung (2) 

(6) 9' -^^9. 

d. h. jede Lösung von (^ s 0) ist auch eine solche von (^ es 0, jjr' = 0) 

odereBiBt {9,9')-^ ig). 

Nun verschwindet aber g offenbar fOr beliebige Werte von y und s^ 

unter der Annahme 

(6a) x^^^{ly + cis). 

Ist also das Eoeffizientensystem {M) vom Bange eins, so 

ist von den zwei Gleichungen {g = 0, ^' = 0) eine überflüssig; 

die Werte ihrer Losungen sind durch zwei unabhängige Variable 

(y, st) eindeutig bestimmt, dieselben bilden also eine zweifEtche 

Mannigfaltigkeii 

Sind endlich alle Koeffizienten von g und g^ gleich Null, so sind 

beide Gleichungen überflüssig, da die Variabilität von (x, y, z) durch 

sie gar nicht beschrankt wird; 'die Lösungen bilden also eine dreifache 

Mannigfaltigkeit. 

Alle diese Besultate lassen sich in dem einen Satze zusammen- 
fassen: 

Ist der Bang der aus den Koeffizienten zweier homogenen 

Gleichungen . ^ . /v 

o g ^a x + l y + c z^O 

g'^a'x + l'y + c'e^O 

gebildeten Matrix gleich r, so besitzen sie eine (3 — r) fache 
Mannigfaltigkeit von Lösungen, und 2 — r dieser Gleichungen 
sind für die Beschränkung der Variabilität von (x,y,0) über- 
flüssig. Das System ($r»=0, ^'=0) ist ako äquivalent einem 
solchen von zwei Gleichungen oder nur einer Gleichung, je 
nachdem das Koeffizientensystem vom Bange zwei oder eins ist 
Eine für die Folge wichtige Bemerkung mag gleich hier an- 
geknüpft werden. Da die Lösungen der beiden Gleichungen (^»0, ^'=0) 
mindestens eine einfEM^e Mannigfaltigkeit bilden, so besitzen sie stets 
eine gemeinsame Lösung, aulser der trivialen (x = 0, y = 0, = 0). 
Bezeichnet man eine solche Lösung, in der nicht alle drei unbekannte 
gleich Null sind, als eine wesentliche, so kann man abo den folgen- 
den Satz aussprechen: 

Zwei homogene Gleichungen mit drei Unbekannten be- 
sitzen stets eine wesentliche Lösung. 
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GeometriBche Anwendungen der Determinanten zweiter Ordnung. — Die Sohnittfignr 
zweier geraden Linien. — Äquivalenten Gleichungssystemen entspricht dieselbe 
Sclmittfigor. — Die Sclinittfigar zweier geraden Linien ist ein Pankt oder eine 
Gerade, je nachdem ihr Eoefßzientensystem vom Bange zwei oder eins ist. — Die 
Schnittfigor zweier durch den Anfangspunkt gelegten Ebenen ist eine Grerade, 
eine Ebene, oder der ganze Raum, je nachdem ihr Eoeffizientensystem vom 
Bange zwei, eins oder Nnll ist. — Inhaltsbestimmung eines Dreiecks und eines 
beliebigen n-Ecks. — Das Multiplikationstheorem für Determinanten zweiter 

Ordnung. 



§ 1. 

Die in der Yorigen Yorlesoug eingeführten Begriffe der Äquivalenz 
Yon Oleichnngssjstemen mid des Ranges von Matrizen finden eine 
wichtige Anv^endnng in der analytischen Geometrie, und zugleich tritt 
die Bedentang dieser rein arithmetischen Begriffe hier noch deut- 
licher hervor. 

Falst man jedes Zahlenpaar {Xj y) als Abscisse und Ordinate eines 
Punktes in Bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem auf, so wird in 
der analytischen Geometrie durch elementare Betrachtungen nachgewiesen, 
daft alle Lösungen {Xy y) einer linearen Gleichung 

(1) f^ax + ly + c^O 

den sämtlichen Punkten P einer ganz bestimmten geraden Linie l ent- 
sprechen, und daher heilst /*»=0 die Gleichung jener Geraden. Nur 
in dem singularen Falle, wo alle Koeffizienten (a, 6, e) gleich Null 
sind, genügen selbstverständlich die Koordinaten eines jeden Punktes 
der Ebene der Gleichung » 0; man könnte daher sagen, dab alsdann 
die ganze Ebene durch sie dai^estellt wird. Der leichteren Übersicht 
wegen soll fOr die nächsten Überlegungen dieser triviale Fall aus- 
geschlossen werden, ebenso soll auch der andere Fall nicht betrachtet 
werden, dab a»&=:0, aber c^O ist; denn der dann sich ergeben- 
den Gleichung 
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(la) c = 

genügt kein einziges endliches Wertsystem (x, y), und daher wird (la) be- 
kanntlich als die Gleichung der unendlich fernen Geraden interpretiert^ 
welche keinen einzigen im Endlichen liegenden Punkt enthält. Man er- 
kennt aber leicht; dafs die im folgenden abgeleiteten Resultate auch 
auf diese beiden ausgeschlossenen Fälle angewendet werden können. 
Betrachtet man nun wie vorher die beiden Gleichungen 

so entsprechen ihnen zwei im Endlichen liegende gerade Linien { und V, 
und die vorhin gestellte Frage, in welcher Weise durch jene Gleichungen 
die Variabilität von x und y beschränkt wird, kann hier offenbar 
folgendermafsen ausgesprochen werden: 

Es sollen alle den beiden Geraden l und V gemeinsamen 
Punkte bestimmt werden. 

Zwei gerade Linien können entweder einen einzigen im Endlichen 
oder, falls sie parallel sind, im Unendlichen liegenden Punkt gemeinsam 
haben, oder aber sie fallen zusammen. In jedem Falle ist ihre Schnitt- 
figur durch das Gleichuugssystem (2) vollsi&idig bestimmt, und es 
handelt sich darum, aus der Natur des zugehörigen Koeffizientensystemes 
zu erschliefsen, welcher unter jenen möglichen Fällen eintritt. 

Betrachtet man nun anstatt der Gleichungen (2) ein anderes 
Gleichungssystem 

so stellen auch sie stets zwei gerade Linien L und L^ dar, und aus (3) 
geht hervor, dals jeder gemeinsame Punkt von l und V auch ein solcher 
von L und L* ist, dafs abo jedenfalls die Schnittfigur von (!, V) einen 
Teil der Schnittfigur von (L, V) bildet. Lidessen folgt daraus noch 
keineswegs, dafs beide Geradenpaare dieselbe Schnittfigur besitzen, 
hierzu müfste vielmehr auch umgekehrt gezeigt werden können, dafs 
auch die Schnittfigur von (i, V) ein Teil derjenigen von (?, V) ist. 
Li der Tat, sind z.B. l und V zwei verschiedene sich kreuzende Ge- 
raden, während L und V zwei zusammenfallende Linien sind, welche 
durch den Schnittpunkt des ersten Paares hindurchgehen, so ist der 
erste Schnittpunkt wirklich nur ein Teil der Schnittlinie, welche 
L und V gemeinsam ist. Sollen aber beide Gleichungen (2) und (3) 
dasselbe Lösungssystem haben, so müssen die beiden Systeme 
(/•=0, /'' = 0) und (-F=0, JF'==0) äquivalent, d.h. es muis die 
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Detenmnante aß' — a* ß von Null verschieden sein. Man erhalt also 
den Satz: 

Äquivalente Gleichungssysteme (/* = 0, /*' = 0) und 

(2^=0, JF"=0) stellen gerade Linien dar, welche dieselbe 

Schnittfigur besitzen. 

Bei der in der vorigen Vorlesung auseinandergesetzten Auf lösungs- 
methode der Gleichungen (2) wird nun, falls die Determinante 
I a, 6 1 ^ ist, jenes System durch ein äquivalentes reduziertes 

-F==|a,6|y-|c,a|=0 
• F'^\a,h\x-\b,c\ = 

ersetzt, dessen Gleichungen nur je eine Koordinate enthalten, und diese 
entsprechen zwei Geraden, welche bezw. der x- und der y- Achse parallel 
durch den Schnittpunkt von l und V gezogen sind. Die bei der Auflösung 
der Gleichungen (2) befolgte Methode kommt also darauf heraus, dafs 
man jenen Schnittpunkt durch die Par&llelen L und L' auf die beiden 
Achsen projiziert und dann die Abscissen der beiden Projektionspunkte 
aufsucht, d. h. diese Methode stimmt genau mit dem in der analytischen 
Geometrie stets angewandten Verfahren überein. 

Der im vorigen Abschnitte eingeführte Begriff des Ranges be- 
sitzt nun ebenfaUs eine einfache geometrische Bedeutung. Um diese 
deutlicher hervortreten zu lassen, woUen wir das der Untersuchung zu 
Grunde gelegte Koordinatensystem als rechtwinklig voraussetzen imd 
die beiden Gleichungen f und /*' von vornherein in der sogenannten 
HesseBchen Normalform annehmen, bei welcher jeder ihrer Koeffizienten 
eine leicht angebbare geometrische Bedeutung hat. 

Ist nämlich l eine beliebige Gerade, p ihr senkrechter Abstand 
vom Koordinatenanfangspunkte und a = {x,p) der Winkel, welchen jp 
mit der positiven rr- Achse macht, so ist ihre Gleichung bekanntlich 

X cos a + ysina— jp = 0. 

Ist die Gleichung von l in der Form gegeben 

ax + hy + c = Oy 

so gelangt man dadurch zu dieser Nörmalform, dalB man sie mit dem 
Faktor X = multipliziert, wobei das Vorzeichen von X entgegen- 

gesetzt dem von c, also so zu wählen ist, dafs das konstante Glied 
negativ wird. 
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Führt man nun die Gleichungen 

durch Multiplikation mit den beiden Eonstanten X und l' in ihre 

Normalformen 

(4) -r y i' 

a;coBa'+ ysina'— 1)'«0 

über, so ändert sich der Bang des zugehörigen Eoefüzientensystemes 
nicht; denn in den beiden Systemen 

/a, h, c\ , /a X, b Xf c X 



Cf 0, c\ , /a X, ö A, c l\ 

', 6', c') '"^ C'i', b'X', C'XO 



unterscheiden sich die entsprechenden Determinanten zweiter Ordnung 
nur durch den Faktor XX' und die Determinanten erster Ordnung durch 
X oder X\ welche sämtlich endlich und Yon Null yerschieden sind. 

Da nun in dem Gleichungssysteme (4) nicht alle Koeffizienten 
verschwinden können, so sind hier nur die beiden Falle zu unter- 
scheiden, daCs das Eoeffizientensystem 

/4^N /cosa, sin«, -i>\ 

^ ^ Vcos«', sina', — j>7 

vom Bange zwei oder yom Bange eins ist. Dasselbe ist dann und 
nur dann vom Bange zwei, wenn von den drei Determinanten zweiter 
Ordnung 

sin (a — «'), jp cos a' — j>' cos «, jp sin a' — jp' sin a, 

welche aus ihm gebildet werden können, mindestens eine yon NuU 
yerschieden ist, und hier bieten sich leicht die folgenden Fälle dar: 

I. Das System (4a) ist yom Bange zwei, 

a) wenn sin(a — «')== sin (p,i>') ^ ist, wenn also p und p' 
weder die gleiche noch die entgegengesetzte Bichtung haben. 
OfiFenbar haben beide Geraden dann einen im Endlichen 
liegenden Schnittpunkt. 

b) wenn sin (a — «') = 0, also «' = a oder «'=« + « ist, d. h. 
l und V parallel laufen, während p cos a' — p' cos a und 
pBma' — p'Bma nicht beide Null sind. Ersetzt man dann 
aber in jenen beiden Ausdrücken cos a' und sin a' durch 
•± cos a und ± sin a, je nach den beiden unterschiedenen 
Fällen, so gehen sie über in 
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(P T- p') COS a bezw. (p =F ^') sin a, 

und diese könnten^ da p und p' beide nicht negativ sind, 

nnr dann zugleich yerschwinden, wenn p=^p' ist; wenn 

also l und {' zusammenfielen. In diesem Falle sind also 

l und V parallel; ohne zusammenzufallen. 

n. Das System ist Yom Range eins, wenn jene drei Determinanten 

zweiter Ordnung Null sind, und dieser Fall tritt nach den 

soeben gemachten Bemerkungen dann und nur dann ein, wenn 

{ und V zusammenfallen. 

Übertragt man also dieses Ergebnis auf das ursprüngliche Eoeffi- 
zientensjstem; so ergibt sich der einfache Satz: 

Ist das Eoeffizientensystem (' ,| A von zwei linearen 

Gleichungen (/ — 0, f^O) vom Bange zwei, so stellen sie 
stets zwei nicht zusammenfallende gerade Linien dar, welche 
einander dann und nur dann parallel laufen, wenn die Deter- 
minante (ab' — a'b) gleich Null ist Ist dagegen jenes System 
▼om Bange eins, so fallen beide Geraden zusammen. 
Noch deutlicher tritt die geometrische Bedeutung des Banges bei 
der Interpretation der homogenen Gleichungen mit drei unbekannten 

^ ^ g'^a'x + Vy + c'0^0 

und ihrer Losungen hervor. Faust man jetzt nämlich jedes Wertsystem 
(x,ff,0) als die Eoordinaten eines Punktes P im Baume auf, so 
entsprechen bekanntlich alle Losungen jener Gleichungen den sämtUchen 
Punkten zweier Ebenen E und J?', welche beide durch den Anfangs- 
punkt (0, 0, 0) hindurchgehen. Nur in dem trivialen Falle, dafis alle 
Eoefßzienten a, b, c von g verschwinden, wird jener Gleichung durch alle 
Punkte des ganzen Baumes genügt. Den gemeinsamen Lösungen beider 
Gleichungen entspricht auch hier die Schnittfigur beider Ebenen; die- 
selbe ist eine durch den Anfangspunkt gehende Gerade oder eine Ebene, 
je nachdem beide Ebenen sich schneiden oder zusammenfallen; endlich 
ist die Schnittfigur, der ganze Baum, wenn alle sechs Eoeffizienten 
von f und f gleich Null sind. Vergleicht man dieses Ergebnis der 
geometrischen Anschauung mit der vorher durchgeführten Bechnung, 
so ergeben sich die Sätze: 

L Ist das EoefiGzientensystem ( | ^ f i) ▼om Bange zwei, so 
haben die beiden zugehörigen Gleichungen (5) eine einfache 
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Mannigfaltigkeit yon Lösungen gemein^ nnd hier schneiden 
sich die beiden Ebenen E und E^ in einer durch den An- 
fangspunkt gehenden Geraden^ deren Gleichungen sind 

x:y : = \h,c\:\c,a\:\ayh\. 

n. Ist das Eoeffizientensystem vom Bange eins^ so fallen beide 
Ebenen zusammen und haben somit eine zweifache Mannig- 
faltigkeit von gemeinsamen Punkten. 

in. Ist jenes Eoef&zientensystem vom Bange Null^ so haben die 
Gleichungen (5) eine dreifache Mannigfaltigkeit Ton Losungen. 

Auch in diesem Falle ist die vorher geschilderte Auflosungs- 
methode der beiden Gleichungen genau diejenige^ welche in der ana- 
lytischen Geometrie angewandt wird. Haben jene Ebenen nämlich eine 
durch den Anfangspunkt gehende Schnittlinie gemeinsam, so bestimmt 
man ihre Lage dadurch, daCs man ihre drei Projektionen auf die 
Eoordinatenebenen aufsucht, welche selbst drei in diesen Ebenen durch 
den Anfangspunkt gehende Linien sind; von ihnen reichen stets zwei 
zur Bestimmung jener Geraden hin, die dritte ist durch sie eindeutig 
bestimmt. In der auf S. 22 auseinandergesetzten Theorie wurde das 
System (ff^ = 0, g^ = 0) ersetzt durch das äquivalente reduzierte System 
von drei Gleichungen 

G^ = 0, (?, = 0, G^, = 0, 

und sie sind die Gleichungen der drei durch l hindurchgelegten Pro- 
jektionsebenen, weil sie l enthalten und von je einer der drei Koordi- 
naten unabhängig sind; oder, was dasselbe ist, sie sind die Projektionen 
von l auf den Eoordinatenebenen. Auch hier folgt aus der Identitöt 

\b,c\a^ + \c,a\G^ + \a,h\G^ = 0, 

dals durch zwei von diesen Projektionen die dritte eindeutig be- 
stimmt ist. 

§2. 

Die deutlichste geometrische Yeranschaulichung der Determinante 
selbst erhalt man bei der Untersuchung des Flächeninhaltes ebener, 
geradlinig begrenzter Figuren, speziell bei der Inhaltsbestimmung der 
Dreiecke aus den Eoordinaten ihrer Eckpunkte. Es seien 

i^iy Vi), (li, %), (Is; %) 
die Eoordinaten von drei Punkten 1, 2, 3, bezogen auf ein beliebiges 
rechtwinkliges Eoordinatensystem, welches jedoch zunächst so an- 
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genommen werden mag; daCs das Dreieck ganz in seinem ersten 
Qnadranten liegt; dafs also alle seine Koordinaten positive Zahlen 
sind; so gelangt man zn der gesachten Inhalts- 
bestimmung des Dreiecks (1, 2, 3) auf folgendem 
Wege: Fallt man von den drei Eckpunkten 
die Lote (l,!), (2,11), (3,111) auf die a;-Achse, 
80 erhält man drei Paralleltrapeze (1, 2, U, I), 
(2, 3, m, II), (3, 1, I, IE), welche durch 
je eine Dreiecksseite, ihre Projektion auf die 
o;- Achse, und die beiden zugehörigen Lote 
begrenzt werden, und deren Inhalte aus den Koordinaten der ent- 
sprechenden Dreiecksecken leicht berechnet werden können. Setzt man 
nämlich 




"■li' 



(k'-i2){Vi+V,), 



so stellt dieses Produkt eine Zahl dar, deren absoluter Wert gleich 

dem Inhalte i _ 

|.(I,II)[(1I) + (2II)] 

des einen Trapezes (1, 2, 11, 1), und deren Vorzeichen positiv oder 
negativ ist, je nachdem li — Ig ^ 0, d. h. je nachdem bei einem Um- 
laufe um das Trapez in der Richtung (1, 2, 11, 1) das Innere desselben 
links oder rechts liegt. Bildet man nun dieselben Ausdrücke Tj 
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nnd T^i für das zweite und das dritte Trapez und aus ihnen die Summe 

A=r,,+r„+T,,=i[(|,-i,)(i^,+%)+(l,~ls)(%+%)+(ls-li)(% 

so heben sich aus ihr alle Flächenteile mit Ausnahme des gesuchten 
Dreiecks fort, weil sie in jener Summe zweimal aber mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen auftreten. Die zum Dreieck selbst gehörigen Teile 
dagegen kommen einmal und nur einmal vor, und zwar mit dem positiven 
oder mit dem negativen Vorzeichen, je nachdem in dem zugehörigen 
Trapeze das Innere desselben links oder rechts liegt. Da aber fOr diese 
Trapeze ihr Inneres mit dem Dreiecksinneren zusammenfällt, so kommen 
diese Stücke mit dem positiven oder negativen Zeichen vor, je nach- 
dem bei einem Umlaufe um das Dreieck in der Richtung 12, 23, 31 
oder (1, 2, 3) das Innere desselben links oder rechts liegt. Wir 
woUen die Umlau&richtung (1, 2, 3) positiv oder negativ nennen, 
je nachdem bei ihr das Innere des Dreiecks links oder rechts sich 
befindet. Dann stellt die Summe A in (1) den Dreiecksinhalt dar, 
aber mit dem positiven oder dem negativen Vorzeichen, je nachdem 
die Umlaufsrichtung (1, 2, 3) um das Dreieck positiv oder negativ ist. 
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In dem vorher gefandenen Ansdrack fOr 2A kann man jedes der 
drei Aggregate in Form einer Determinante schreiben; tat man das, 
so ergibt sich 



(la) 



2A: 



Vif % 



+ 






+ 



bs^ fei 

Vif Vi 



aber man erkennt auch leicht, dafs derselbe sich folgendermalsen anch 
als eine einzige Determinante darstellen laist 



(Ib) 2A = 



5l bs; Vi b5 

% — %; % — % 



(li - 1») (% - %) - ($1- 6s) (%-%); 



in welcher nnr die Differenzen der Koordinaten anfkreten. Ans dieser 
letzten Form geht hervor, dafs A anch den Inhalt unseres Dreiecks 
mit dem oben angegebenen Vorzeichen darstellt, wenn dasselbe nicht 
im ersten Quadranten liegt, da man es ja in diesem Falle durch eine 
parallele Verschiebung der Abscissen- und der Ordinatenachse dorihin 
bringen kann, und da sich der Ausdruck (Ib) bei jeder von beiden 
Verschiebungen nicht ändert, weil in ihm nur die Differenzen der 
Abscissen bezw. Ordinaten auftreten. 

Aus diesem wichtigen Satze kann man eine ganze Reihe von 
Folgerungen ziehen: Sind wieder (1^, %), (l,, %) die Koordinaten zweier 
beliebigen Punkte, und ist l die durch beide bestimmte gerade Linie, so 
wird ein Punkt P dann und nur dann auf l liegen, wenn der Flachen- 
inhalt des Dreiecks (P, 1,2) gleich Null ist; seine Koordinaten (x,y) 
müssen demnach der Gleichung 



oder 



6i,l, 


+ 


i,,x 


+ 


x,i. 


VuVi 


1 


vi,y 


1 


y,vi 



2A: 



^(vi-Vi) - y(Si-" 6s) + 6i% - l8i?i== 



genügen. Dieses ist also die Gleichung der durch die beiden Punkte 
(1,2) bestimmten geraden Linie. 

Fallt die dritte Ecke mit dem Anfangspunkte zusammen, sind also 
ihre Koordinaten Is — i^g'^^y ^^^ bezeichnet man dann jene dritte Ecke 
durch 0, so esrbSli man für den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks 
(0, 1, 2) mit dem oben bestimmten Vorzeichen den Ausdruck 

li; Vi 
^, V% 

und dies ist wohl die einfachste und anschaulichste geometrische Dar- 
stellung der Determinante, welche es gibt. 
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Gehen wir endlich za einem n-Eck über^ dessen Ecken l,2,...n 
die Koordinaten (S^^ 17^)^ . . . {in, ^n) haben mögen; wir nehmen wiederum 
das Koordinatensystem so gewählt an, dab das 
Polygon ganz im ersten Quadranten liegt, und 
setzen weiter voraus, dab es sich nirgends 
durchsetzt. Projizieren wir dann seine sämtlichen 
Eckpunkte auf die a;-Achse und nennen die 
Projektionen Pi, - - . Pn, so erhalten wir jetzt 
n Paralleltrapeze (i, i + 1, P^ P^+i), durch 
deren Inhalte wir auch hier den des gesuchten 




P.PsP, P* Ps 
Fig. 9. 

Polygones darstellen können. Führt man nämlich wieder die Zahlen 
Tj,, jTjj, . . . T„i durch die Gleichungen 

2ri,,+i=(l.-li+i)(ijf+i2i+i) «=1,«,...!.) 

ein, 80 gibt auch jetzt die Summe 

n n 



• =sl 



-2 

<»1 



l< ; Vi 

durch ihren absoluten Wert den doppelten Inhalt unseres Polygons 
und durch ihr Vorzeichen an, ob die Umlaufsrichtung (1, 2, ... n) die 
positive oder die negative ist Durch dieselbe Überlegung, wie vorher 
im Falle des Dreiecks, überzeugt man sich endlich, dab die Beschränkung, 
das Polygon solle im ersten Quadranten liegen, entbehrlich ist. 

§3. 

Die im § 1 der zweiten Vorlesung dargelegte Methode zur voll- 
ständigen Auf losung der beiden Gleichungen 

f =^a x + b y + c =0 

beruht im wesentlichen darauf, dalSs das Funktionensystem (f, f) durch 
ein ihm äquivalentes „reduziertes" (JP, F') ersetzt wird, aus dem die 
Lösungen unmittelbar hergeleitet werden können; diese Methode ffihrte 
auf einem gedanklich höchst einfachen Wege zu jenen Lösungen und zu 
einigen charakteristischen Eigenschaften der Determinanten, aus welchen 
sie sich zusammensetzen. Es liegt nun sehr nahe, an Stelle von 
(fyf) ein beliebiges äquivalentes System 



(1) 



(2) 



Kronecker, DetennlnAnten. 



(aß'-a'ß)^0 
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zu betrachtexL Ans dem umstände^ dals dann die LSsimgen von 
(^ = 0; 9)'«0) mit denen der Gleichungen (1) übereinstimmen, folgfc 
dann unmittelbar der Fnndamentalsatz dieser Theorie, der sogenannte 
Multiplikationssatz der Determinanten. 

Zunächst erkennt man leicht, dais das System (f,f) dann und 
nur dann dem abgeleiteten (9, ip') äquivalent ist, wenn die Deter- 
minante f 

<») ii'ß- 

isi In der Tat folgt ja aus dem Satze auf S. 21, dals nur unter dieser 
Bedingung die beiden homogenen Gleichungen fOr f und f 

y— a/'+aY' — O 

einzig und allein durch die Losungen von (/*» 0, /^» 0) befriedigt werden. 
Es seien nun die Koeffizienten (j jl A von f und f Tollig 

unbestimmte GrSisen; dann besitzen die Gleichungen (1) die Lösung 

(4) a::y:l=:|6,c|:|c,a|:|a,6|, 

und die unbekannten sind durch diese Proportion eindeutig bestimmt 
Betrachtet man nun die beiden äquivalenten Gleichungen 

in denen auch die Substitutionskoeffizienten völlig unbestimmt sind, so 
ergibt sich aus ihnen fOr die unbekannten die Proportion 

(6) x'.y:l^\B,0\:\C,A\:\A,B\; 

und da diese Lösung mit der oben gefundenen notwendig fibereinstimmt^ 
so müssen die Ausdrücke auf den rechten Seiten von (4) und (6) einander 
proportional sein; hieraus ergeben sich die identischen Gleidiungen 
n\ |^,B| _ \B,C\ __ \C,A\ 

^^^ |a,6| "" |^c| " |c,a| 

Da nun die Koeffizienten Ay Ä und JB, B^ beziehlich nur (a, a') 
und (b, V) enthalten, so erkennt man leicht, dals der erste Quotient 
in (7) von den Koeffizienten c und c' völlig unabhängig ist. Ebenso 
folgt, dals der zweite Quotient a und a\ der dritte h und V gar nicht 
enÜ^t. Der gemeinsame Wert X der drei Brüche in (7) ist daher 
von den Werten der Koeffizienten von f und f völlig xmabhSngig 

und ist daher eine ganze Funktion von den vier Koeffizienten i^ J\ 
allein. Um ihn zu bestimmen, kami man also in der Identität 
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(7a) 



\a,b\ 



ßa + Pa^, ßb + ß'h' 



a, 6 



= i 



fOr die vier Koeffizienten (a, b, a\ V) beliebige Werte annehmen, fOr 
welche nur Zähler und Nenner nicht gleichzeitig verschwinden dürfen. 
Setzt man aber speziell das System 



so wird offenbar 



C,t)-(J;^ 
(1;J)-G;;:)' 



and aus (7 a) eigibt sich daher X< 
(7 a) die fbndamentale IdentilSt 



I «, «• 
l/J,/»'l 



So erhält man also aus 



(8) 



«, a' 



/j,^' 






aa + a'a', ah + a'V 
ßa + ß'a',ßb + ß'V 
oder ausgeftthrt 

(8a) (a/J'-a'/9)(a6'-a'&)=(aa+a'a')(/S&+i3'60-(«& + «'y)(/'»+/8'a'> 
Diese Identität, welche der Multiplikationssatz der Deter- 
minanten genannt wird, läfst sich in unserem einfachen Falle natürlich 
durch direkte Ausrechnung leicht yerifizieren, und man erkennt so auch, 



daft sie in dem vorher ausgeschlossenen Falle 



\a, a' 



»0 ebenfalls 



besteht. Bei der hier gegebenen Herleitung erhält man aber zugleich 
die Einsicht; dafs dieser Satz eine notwendige Folge davon ist, dals 
äquivalente Oleiditmgssysteme gleiche Lösungen haben; und man ge- 
langt so, wie sehr häufig in dem Gebiete der Determinanten und dem 
höheren der Invarianten, dazu, derartige Identitäten a priori durch 
einfache gedankliche Entwickelungen zu erschlie&en. Dieser Weg 
ist dem anderen, der direkten Ausrechnung, stets bei weitem vor- 
zuziehen, da wir in der Mathematik gerade den Zweck verfolgen, 
uns durch Gedanken die Bechenarbeit zu ersparen. ELier hat uns die 
Algebra der Mühe überhoben, die komplizierte Bechenvorschrift, welche 
in der Determinante auf der rechten Seite von (8) enthalten ist, aus- 
zuführen, indem sie jenen Ausdruck durch das Produkt auf der linken 
Seite ersetzte, und diesen Vorteil konnten wir uns nur dadurch 
verschaffen, dafs wir für die hier aufbretenden Zahlen unbestimmte 
Grofsen, Buchstaben, zu setzen imstande waren. Aulserdem mag 
gleich an dieser Stelle hervorgehoben werden, daJs nur deshalb der 
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Satz (8) hier so einfach abgeleitet werden konnte^ weil wir von Yom- 
herein zn den in ihm auftretenden unbestimmten ( | ^ f) noch die Kon- 
stanten c xind c^ hinzugenommen, also das Gebiet der Unbestimmten 
erweitert hatten; denn sonst hätten wir nicht die Unabhängigkeit der 
Quotienten (7) Ton den Koeffizienten der Funktionen (1) erschlielsen 
können. Auch diese ^^Erweiterung des Bereiches der Unbestimmten^' 
ist in der ganzen Arithmetik und Algebra Ton hoher Bedeutung und 
grojjsem Nutzen. 

Der Beweis des Multiplikationstheoremes läCst sich auch in einer 
anderen Weise führen, welche einen Einblick gewährt in die arith- 
metische Behandlung der ganzen Funktionen mehrerer Variablen, auf 
welche im folgenden die Determinantentheorie gegründet werden solL 
Aus dem Satze auf S. 21 folgte, dab zwei homogene Gleichungen mit 
zwei Unbekannten 
.Q. f^ax + by^O 

^^ f=a'x + Vy^O 

dann und nur dann eine wesentliche d. h. eine von der trivialen 
o; => ^ = verschiedene Lösung besitzen, wenn ihre Determinante 
{aV —■ a*b) verschwindet. Ist dies der Fall, und bildet man aus f und f 
zwei andere Formen 

q>=-af+a^f^Äx + By 

wo die neuen Koeffizienten die in (5) angegebene Bedeutung haben, 
so besitzen diese offenbar ebenfalls eine wesentliche Lösung, d. h. ihre 
Determinante verschwindet ebenfalls. Diese zweite Determinante 



(10) D(a, 6, a', 6') = 



Ä, B 
A', B' 



aa + a'a\ ab + a'J' 
ßa + ß'a\ ßb + ß'V 



ist also eine ganze Funktion von (a, &, a\ &'), welche identisch ver- 
schwindet, sobald I a, 2» I = 0, d. h. falls 

a 
ist Betrachtet man nun D für den Augenblick als Funktion von V 
allein, so folgt aus ihrem Ausdruck iu (10), dafs sie die Form hat 

L{h') = Ph'+Q, 

wo P und Q ganze Funktionen von (a, &, a') sind; da nun 

ist, so ergibt sich 



§ 8. Zweiter Beweis des Mnltiplikationssatees. 
/a'b\ « /i, a'b\ 
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D(6') = D(&')-I>(V) = P.(&'-V> 
d. n. es ist 

(10a) a.D=P(ah''-a'b). 

Diese Gleichnng zeigt^ dals das Produkt T{aV — a'&) als Fonktion von a 
allein betrachtet, darch den Faktor a teilbar ist. Da aber der zweite 
Faktor | a, 6 1 nicht ein Vielfaches von a ist, so mufs P durch a teil- 
bar, d. h. P = aP^ sein, wo P^ wieder eine ganze Funktion von 
a, hy a' bedeutet. Dadurch geht jene Gleichung über in 

(10b) B{ay 6, a\ V) = P^{aV - a'6). 

Da die linke Seite, wie sich aus der Entwickelung von (10) ergibt, 
eine ganze homogene Funktion der zweiten Dimension von (a, &, a\ V) 
ist, und ein Gleiches von der Determinante {aV — a^V) gilt, so ent- 
hält der erste Faktor P^ diese Koeffizienten gar nicht; um ihn zu be- 
stimmen, kann man also für diese beliebige spezielle Werte wählen. 

Setzt man also wie vorher ( J j = (^ j, so ergibt sich mit Be- 
nutzung von (10) ' ' 



P, = D(1, 0,0,1) = 



ß, ß'\ 



man erhalt also wieder aus (10b) das Multiplikationstheorem 



/», ß' 



a\ V 



aa + a'a', ah + «'&' 
ßa + ß'a\ ßh + ß'V 



Die beiden vorangegangenen Beweise des Multiplikationssatzes 
beruhten im wesentlichen auf der Transformation eines Funktionen- 
systemes in ein äquivalentes und auf der Yergleichung ihrer Lösungen. 
Ebenso wichtig und fruchtbar wie diese ist die Transformation der 
Variablen. Führt man in den Funktionen 



f(x,y) = a'x + b'y + c' 
an Stelle von x, y neue Variable |, 17 ein durch die Gleichungen 

so Tervrandeln sich dieselben in lineare Funktionen von (|, tf) 
f (AI + fifi, A'l + /*'i?) = 9 (1,1?) = iaX + bl')i + (aii + hitl)fj + e 

/•'(il + /»ij, A'l + i^'n) = 9'% v) = («'A + 6'A') S + («V + &V')^ + <^' 



(11) 
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Löst man nim die Gleichungen (/*» 0, f = 0) nach x und y, die 
Gleichungen (9>»0, qf^Q) nach (|, ti) aof, so erhalt man die 
folgenden Werte 



1 = 









ij = 



c, aX + ^^'l 






a? = - 



«,«> 



y 



«l?i4 



«,61 



und diese sind fCLr unbestimmte Werte der Koeffizienten { ] J, r Ur r ) 

eindeutig bestimmt. Ersetzt man also in der ersten Transformations- 
gleichong (IIa) Xy 1, 17 durch ihre hier gefundenen Werte^ so ergibt 
sich die folgende Identität 



\h.c\ 
\a,h\ 






+ f* 






a'X + 6'r, a> + 6V' 

Für unsere Zwecke genügt es, diese Gleidiung fär ii^endwelche be- 
sonders ein&che Werte Ton c und 0' zu betrachten. Setzen wir 
c = 0, c' = l, so ergibt sidi 



|a,6| 



a'i + 6'r, aV + 2>'fi' 






und durch Multiplikation mit den Nennern erhalten wir die Gleichung 



(12) 



h 
b' 



*, ** 
2',^' 



ai + b l', all + h fi' 

a'x + b'i', «v + ty 

Die drei hier auftretenden Determinanten gehören zu den Systemen 

/a, b\ (h ii\ „ , /aX + bX', an + bii\ 
W, b')' \X', n') '^'^ \a'X + b'X', a'it + b'ii')' 

Ton denen das dritte offenbar in dem oben angegebenen Sinne aas den 
beiden ersten komponiert ist; folglich haben wir in (12) znm dritten 
Male den Mtdtiplikationssatz erwiesen. 



Vierte Vorlesung. 

Die Eompodtion der Systeme. — Grundregeln für das Rechnen mit Systemen. — 
Das Einheitssystem. — Reziproke und transponierte Systeme. — Elementare 
Systeme. — Die Fondamentaleigenschaften der Determinante. — Dekomposition 
der Systeme. — Die Determinante als Invariante fOr die Reihenfolge der Kom- 
position. — Geometrische Anwendungen: Eindeutige Abbildung zweier Ebenen 
aufeinander. Koordinatentransformation. — Die Determinante ab Korrelations- 
faktor der Abbildung. — Orthogonale Systeme. 

§ 1. 
Der am Ende der Yorigen Yorlesung abgeleitete MultiplikatioiueatB 
für die Determinanten lehrt, dab die Determinante des ans den Elementen 
zweier Systeme 

(•) c, l) -^ &, :■) 

gebildeten neuen Systemes 

/oN /aX + bl', afi + h ii\ 

^^^ WA + 6'A', aV + 6V7 

gleich dem Produkte der Determinanten jener beiden ersten ist. 

Wir lernen so eine eigentfimliche BechnnngsYorsohrift kennen, 
durch welche ans zwei Systemen ein drittes erzengt werden kann; die 
weiteren Untersuchungen werden nun lehren, dais in allen Anwendungen 
der Determinantentheorie zwei Systeme immer nur auf diese Weise 
miteinander yerbunden werden; und zwar gilt dies nicht blois fBr 
diese einf^hsten Systeme der zweiten Ordnung, sondern ganz allgemein 
für die Systeme Ton n Zeilen und n Kolonnen. Daher soll diese 
BechnungsYorschrift schon jetzt genauer studiert und zur Grundlage 
des Rechnens mit den Systemen gemacht werden. 

Der bloJse Anblick des Systemes (2) lehrt, dais jedes seiner 
Elemente aus denjenigen der Systeme (1) dadurch gebildet wird, dais 
man die Elemente je einer Zeile des ersten mit den entsprechenden 
Elementen je einer Kolonne des zweiten Systemes multipliziert und 
die so entstehenden Produkte addiert Bezeichnet man zur Abkürzung 
mit H^ und E^ die erste und die zweite Zeile des ersten Systemes, und 
entsprechend mit V[ und V^ die beiden Yertikabreihen oder Kolonnen 
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des zweiten Systemes in (1), so kann man das komponierte System 
symboliseli so schreiben 

indem allgemein unter H^ V^ die Summe der Produkte der Elemente 
von H^ und der entsprechenden Elemente von F^ verstanden wird. 
Wir nennen das so gebildete dritte System (2) aus dem ersten und 
zweiten Systeme in (1) komponiert; und die beiden Systeme (1) werden 
die Komponenten des dritten genannt. Bei dieser Bezeichnung kann 
also der Multiplikationssatz der Determinanten einfach folgender- 
malBen ausgesprochen werden: 

Die Determinante eines aus zwei anderen komponierten 
Systemes ist dem Produkte der Determinanten seiner Kom- 
ponenten gleich. 
In neuerer Zeit pflegt man ein solches System abgekürzt durch 
einen Buchstaben zu bezeichnen; man setzt also z. B. 

und bezeichnet dann das aus beiden komponierte System (2) durch 
das Symbol ST. Die Gesetze^ welche dem Rechnen mit diesen 
Systemen zu Grunde liegen, sollen im nächsten Abschnitte auseinander- 
gesetzt werden. 

§2. 
Sind 

zwei beliebige Systeme von je vier Elementen, und bildet man aus ihnen 
nach der Vorschrift des vorigen Abschnittes das dritte 






so heilst V das aus 8 und T (in dieser Reihenfolge) komponierte 
System. Diese Operation ist der Multiplikation sehr nahe verwandt, 
und man bezeichnet daher diesen Zusammenhang auch entsprechend 
durch die Gleichung ST= V oder ausgeschrieben 

C, 6 \ /A, ii\_^/aX + bV, a fi + b (i\ 
', 67 U', iiO " \a'l + VX\ a'ii + b'^iO' 

Ein wichtiger Unterschied zwischen dieser Komposition der Systeme 
und der Multiplikation der Zahlen besteht aber darin, daljs man hier 



§ 2. Grundregeln für das Beclinen mit Systemen. 41 

nicht die Reihenfolge der Eomponenten vertauschen darf; denn das in 
umgekehrter Reihenfolge komponierte System 

U', ^7 \a\ V) ~ U'a + /i'a', A'6 + /*'&7 

ist offenbar in seinen Elementen von dem obigen vollständig ver- 
schieden. Hierauf beruht die gröfsere Schwierigkeit, aber auch das 
weit •höhere Interesse, welches die Komposition der Systeme vor der 
Multiplikation der Zahlen voraus hat. Sie erinnert hierin an gewisse 
zusammengesetzte Worte (wie Stammbaum, Hausrat, Zahlwort), welche 
eine völlig andere Bedeutung erhalten, wenn man ihre Bestandteile in 
umgekehrter Ordnung zusammensetzt. Sind zwei spezielle Systeme S 
und T so beschaffen, dafs 

ist, so heifsen 8 und T miteinander vertauschbar. 

Hat man drei Systeme S, T, U, so kann man das neue System F, 
welches man erhält, indem man zuerst S mit T und das Resultat 
wieder mit ü komponiert, kurz durch 

r=:(ßT)u 

bezeiclmen. Die einfache Ausrechnung lehrt aber, dals man zu 
genau demselben Resultate gelangt, wenn man S mit dem Eompositions- 
resultate von T imd TJ komponiert, d. h. dafs auch 

(1) - V=^{ST)U^8{TU) 

ist; denn wie man jene Komposition auch ausführt, man erhält immer 
eine und dieselbe Gleichung 

Cjh\ /X, li\/a, ß\/a Xa-^b X^ a-^a [la'+b ii' o/, a Xß+b X*ß+a fiß^-hb ii*ß^\ 
\V) U',^7 W,j37 WAa+6'A'a+aVa'+&y «', a'A/3+6'A'i3+a>/}'+6y/J7' 

ein anderer nicht auf die Ausrechnung gegründeter Beweis für diese 
Tatsache wird auf S. 60 gegeben werden. Offenbar gilt ein Gleiches 
auch für die Komposition von mehr als drei Systemen. Also teilt ein 
aus beliebig vielen Komponenten zusammengesetztes System mit einem 
Produkte die Eigenschaft, dals das Resultat immer dasselbe ist, wie 
'auch unter Festhaltung der Reihenfolge der Komponenten diese bei der 
Komposition zusammengefalst werden. 

Aus diesem Ghrunde kann und soll der gemeinsame Wert jener 
beiden Systeme (1) durch 

bezeichnet werden. 
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Ist 

ST=F, 

so besagt der MolidplikatioDBBatz der Determinantea, dafa 

\8\\T\ = \r\ 

ist, wenn man allgemein imter | {7| die ans dem Systeme U gebildete 
Detenninante yeisteht; eine gleiche Beziehung besteht offenbar bei der 
Komposition Yon drei und mehr Systemen, z. B. folgt aus der. Glei- 
chmig V^STU 

\V\^\S\\T\\U\. 

Es ist ako eine mid zwar eine besonders merkwürdige Eigen- 
schaft der Determinante eines Systemes 5, dab sie eine Funktion 
seiner yier Elemente ist, f&r weldie die Reihenfolge. der Kompositionen 
gleichgültig ist, denn es ist ja 

\8T\^\T8\^\8\.\T\. 
Schon hier drangt sich die Frage auf, ob es noch andere Funk- 
tionen jlj, , J Ton den vier Elementen (a, &, a\ V) gibt, welchen 

dieselbe Eigenschaft zukommt. Im § 5 dieser Vorlesung wird diese 
Frage eingehend untersucht und nachgewiesen werden, dals dies im 
wesentlichen nicht der Fall, daCs vielmehr die Determinante die einzige 
„Invariante'^ für die Reihenfolge der Kompositionen ist 

In der gewöhnlichen Zahlentheorie bezeichnet man als die Einheit 
diejenige Zahl, mit der jede Zahl multipliziert werden kann, ohne dals 
sich ihr Wert verändert, d. L für welche a. 1 » a ist Ebenso wollen 
wir ein System E ein Einheitssystem nennen, wenn jedes andere 
System mit ihm komponiert werden kann, ohne daijsi sich sein Wert 
ändert Setzt man also 

wo die vier Elemente noch zu bestimmen sind, so mflüsite 

^^ ^ \a\ V) U', /i7 \a'X + VX\ a'fi + Vii'J " W, 67 
sein, und hieraus folgt unmittelbar, dab jener Forderung für un- 
bestimmte ( | |r) ^^'^^^ ^^^ ^^^ ^^^^^ g^iiügt wird, wenn 

genommen wird. 
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Ans der fOr jedes System bestehenden Oleichnng 

/l, 0\ /a, ft \ /a, 6 \ /l, 0\ /a, & \ 
\0, l) W,67"" W,&7 VO, 1/^W,67 
folgt noch weiter^ daiSs E8«^8E ist^ d. h. daGsi das Einheitssystem 
mit jedem anderen Tertanscht werden kann. 

Zu einer jeden Ton Null verschiedenen Zahl a existiert eine andere 
endliche Zahl — oder a"^, die mit ihr multipliziert die Einheit ergibt 
nnd welche aus diesem Grande die zu a reziproke Zahl genannt wird. 

Ghmz ebenso gehört zu jedem Systeme S ^(j . , j im allgemeinen 

ein anderes ( | , L welches mit jenem komponiert das Einheitssystem 

ergibt^ f&r welches also 

ist. Soll ein solches System existieren, so mnls notwendig die Deter^ 
minante ^ r 

a , 6' 
des Toi^legten Systemes Ton Null yerschieden sein, wie man sofort 
einsieht, wenn man in der Eompositionsgleichnng (2) zn den Deter- 
minanten übergeht nnd beachtet, dab die Determinante des Einheits- 
systemes gleich Eins ist. Ist aber A Ton Null verschieden, so existiert 
stets ein imd auch nur ein solches System. Führt man nämlich in (2) 
die Komposition aus und setzt das so sich Ergebende dem Einheits- 
systeme gleich, so erhalt man zur Bestimmung der unbekannten Elemente 
{l, 1') und (fi, fi'), die beiden Paare von Gleichungen 

aV + 6y-l, 



(2a) aX + hX'^'l 

imd diese ergeben als einzige Auflösung die Werte 



(3) 



, V b 



Zu jedem Systeme i9»( | .,) mit nicht verschwindender 
^ ' ^ ( V b\ 

Determinante A gehört also ein und nur ein anderes 



a! , a 



welches die Eigenschaft hat, dab das erste mit dem zweiten 
komponiert das Einheitssystem ergibt. 
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Wegen der Analogie mit den gewöhnlichen Zahlen nennt man 
dasselbe das zn 8 reziproke System und bezeichnet es durch 8^^^- 
Durch direkte Ausrechnung überzeugt man sich aber ferner, dals das 
reziproke mit dem ursprünglichen Systeme yertauschbar ist^ d.h. dab auch 

(4) S"'iS = SS-'=iJ 

ist. Man kann also das zu 8 reziproke System auch als dasjenige defi- 
nieren, welches mit jenem in irgend einer Reihenfolge komponiert 
das Einheitssystem ergibt. Aus der letzten Gleichung folgt endlich noch, 
dafs das reziproke System von 8~^ wieder 8 ist, dafs hier also die 
volle Analogie mit der gewöhnlichen Multiplikation besteht. 

Geht man in der Gleichung (4) von den Systemen zu ihren 
Determinanten über, so ergibt sich 

AA' = 1, 

wenn A' die Determinante des reziproken Systemes bezeichnet, ein 

Resultat, welches durch direkte Ausrechnung sofort bestätigt werden kann. 

Die Determinanten reziproker Systeme sind also reziproke 

Zahlen: 

Durch die Einführung der reziproken Systeme wird das Rechnen 

mit den Systemen beträchtlich erleichtert. Aus einer Gleichung von 

der Form PSQ^T 

kann man z. B. das System 8 unmittelbar ausrechnen, wenn die Deter- 
minanten I P I und { Q I der beiden Systeme P und Q von Null ver- 
schieden sind. Bezeichnet man nämlich mit P''^ und Q'~^ die zu 
P und Q reziproken Systeme, so erhalt man, indem man beide Seiten 
dieser Gleichung vom mit P~^ und hinten mit Q~^ komponiert, die 
folgende Darstellung von 8 

Von dieser Auflösungsmethode wird im folgenden ein ausgedehnter 
Gebrauch gemacht werden. 

Komponiert man ein System 8 mit sich selbst, so soll das 
Resultat 88 mit 8* bezeichnet werden. Es ist also 

(a, b y_ /a, b\ {a,b\_(a^ + 6 »', ab + bV\ 
\a', 67 "■ \a\ v) Va', 67 "" \a'a+ Va\ a^b + VV' 

und entsprechend soll allgemein 8^ das Resultat der /i-maligen Kom- 
position von 8 mit sich selbst angeben. Dann ist allgemein für irgend 
welche zwei positive Zahlen ft und v 

(6) 8^8'=^8'"^'=^8'8^, 
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d. h. zwei Potenzen eines und desselben Systemes mit positiven Ex- 
ponenten sind miteinander yertaaschbar. Diese Gleichung bleibt auch 
richtig, wenn einer der Exponenten fi und v oder beide gleich Null 
sind, falls man analog wie bei den Zahlen 



s' 



-^-(1:1) 



setzt Es sei endlich die Determinante von S nicht Null und S ^ das 
zu 8 reziproke System, so ist auch 

88-^^S'^8^E. 

Ebenso werde mit 8^^ das Resultat der zweimaligen Komposition von 
S"^ mit sich selbst bezeichnet, also iS'~*= (S~^)(S""*) gesetzt; dann 
ist aber 

8' 8-^== 8(88"^) 8"''=^ 8 E8^^^ 8 8-'== E, 

d. h. 8"^ ist das zu 8^ reziproke System. Bezeichnet man entsprechend 
mit jS"^ das Resultat der i/-maligen Komposition yon 8"^ mit sich 
selbst, so folgt genau ebenso 

d. h. 8"* ist das reziproke System zu S". 

Dann folgt ohne weiteres, dals bei diesen Festsetzungen die 
Fundamentalgleichung (5) gültig bleibt, wenn fi und v beliebige posi- 
tive oder negative ganze Zahlen oder auch Null sind. Sind nämlich 
beide negativ, so braucht man ja nur 8~^=^T zu setzen, um diesen Fall 
auf den Fall positiver Exponenten zurückzuführen; ist aber fi = — fn 
Tind v==n und ist etwa m ^n, so ergibt sich 

und genau ebenso wird dieser Satz für m > n bewiesen. 

Zwei Potenzen eines und desselben Systemes mit nicht 
verschwindender Determinante und beliebigen ganzzahligen 
Exponenten sind also stets vertauschbar. 

Das System 

welches aus 8=^1 ] ,J dadurch hervorgeht, dals man in ihm die 

Zeilen mit den Kolonnen vertauscht, heilst das zu 8 konjugierte 
oder das transponierte System {Jacobi, Grelles Journal, Bd. 53, 
S. 266; Werke, Bd. III, S. 583). Es soll vorlaufig nur darauf aufmerksam 
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gemacht werden, dab die Determinanten jener beiden Systeme über- 
einstimmen, denn man erkennt sofort, daGs 

ist. 

§3. 

Dnrch die nahen Beziehungen, welche zwischen der Komposition 
der Systeme und der MnltiplUaition der Zahlen bestehen, wird man 
naturgemäß darauf gefEihrt, die allgemeinen Systeme von yier Elementen 
in derselben Weise in elementare, nicht weiter zerlegbare Systeme zu 
dekomponieren, wie man in der Arithmetik jede zusammengesetzte 
Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren darstellt. Hierdurch wird dann 
Ton selbst die Untersuchung der allgemeinen Systeme auf die viel 
einfachere der elementaren reduziert 

Die Frage, welche Systeme ab elementare anzusehen sind, ist hier 
keine YoUstandig bestimmte, weil wir die Elemente der Systeme vor- 
läufig als vollständig beliebige GröCsen voraussetzen; die Bestimmung 
darüber hängt vielmehr von dem Charakter der speziellen Unter- 
suchung ab. Die einzige Forderung, welche man an diese Elementar- 
systeme zu stellen hat, ist die, dab sich alle anderen aus ihnen zu- 
sammensetzen lassen, und dafs keins von ihnen durch alle anderen 
darstellbar ist. 

Für die Untersuchung der Systeme von vier Elementen können 
und wollen wir ab elementare die folgenden drei Systeme ansehen 






m. 

wo die in dem dritten Systeme auftretende Grobe p eine ganz beliebige 
Zahl bedeutet Die Determinanten der beiden ersten Systeme sind 
offenbar gleich eins, die des letzten gleich p. Wir werden zeigen, 
dab sich jedes beliebige System aus diesen zusammensetzen labt, dab 
sie abo in gewbsem Sinne die Rolle von Primfaktoren im Gebiete der 
Systeme spielen. Zuerst wollen wir aber die Eigenschaften dieser 
Elementarsysteme selbst untersuchen und dann fri^en, wie ein be- 
liebiges System geändert wird, wenn man es mit einem der drei 
Elementarsysteme vom oder hinten komponiert. 
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Das erste System ist dem Einheitssysteme sehr nahe Terwandt^ 
denn es bestehen f&r dieses offenbar die folgenden Eompositions- 

^-^ ..(J;-J)-.(-J;_J) 

'-(rJ)'-(-?; J) 

"-(rJ)*-( l: !)- 

Durch Tiermalige Komposition dieses Systemes mit sich selbst er- 
halt man also das Einheitssystem. Ans diesen Gleichnngen folgt mit 
Berücksichtigong Yon (5) des Torigen Abschnittes die allgemeinere 

Anch das zn (7 reziproke System ist durch J darstellbar, denn es ist 
offenbar 

•-*-(rjr-G:-j)-(-?;j)- 

Komponiert man das zweite System ein oder mehrere Haie mit 
sich selbst, so ergibt sich 

Vo, 1/ \o, V 

und allgemeiner fOr jede positiTe ganze Zahl t 

\0, l) "" \0, 1/ 
Das reziproke System zu dem System II ist offenbar l' . j, weil 

/1, + 1W1,-1X /1,0\ 

VO, 1/ vo, 1/ vo, 1/ 

ist; nnd man erkemit ebenso, dals allgemein fOr jedes ganzzahlige t 

G;!r-(J;-!)' 

a..,a-.[(J;;yr-(J;;r- ^ ^ 

Auch hier kann man das reziproke System L^ . j zwar nicht 

durch das zweite Elementarsystem allein, wohl aber dnrch das zweite 
tind erste darstellen. 
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Bildet man nämlich das System 

so ergibt sich leicht^ dais 
ist; und hieraus folgt 

[(rj)G;i)r=rj)" 

durch hintere Komposition mit (^' ^ j und vordere mit L' A 
findet man daher die zu beweisende Gleichung 

(1, l\-i_/0,-iy/l, 1\ /0,-l\ /l, IN /0,-l>| 

Vo, V ""Vi, 0/ Vo, V Vi, 0/ Vo, 1/ Vi, 0/ 

Für ein beliebiges auch nicht ganzzahliges t kann man aber das 
System l' j nur unter Hinzuziehung auch des dritten Elementar- 
systemes darstellen, und zwar durch die Eompositionsgleichung 

(o;i)='(o,i)(o;i)(^' i/ 

also speziell für ^ = — 1 

/i,_n /_i,owi, iw-i,ox 
\o, V \ 0, 1/ Vo, 1/ \ 0, 1/ 

Das reziproke System zu (~!' -i ) ^^ ^^ System derselben Art^ 



denn man hat 



(s;?r-(c:> 



Wir wollen nun zunächst die Wirkung untersuchen, welche die 
Komposition mit einem dieser drei Elementarsysteme auf ein beliebiges 

System S=l J ^A und auf dessen Determinante ausübt. Komponiert 

man dasselbe zunächst yora oder hinten mit dem ersten Elementar- 
system, so erhält man die beiden Gleichungen 

/0,-l\/a, h\_/-a',-b'\ 
Vi, 0/ \a', V) V o, l) 
^' /a, 6W0,-l\_/t, -a\ 

Vo', 67 Vi, 0)~\V,-a') 



§ 8. Elementare Systeme. 
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Im ersten Falle werden also die beiden Horizontalreihen des Systemes S 
yertanscht, wobei die neue erste Zeile das negative Zeichen erhalt. Bei 
der hinteren Komposition mit demselben Elementarsystem vertanschen 
nch die beiden Yertikalreihen, und die neue zweite Kolonne erhalt das 
n^tive Zeichen. Die Komposition mit diesem Systeme bewirkt also 
jedesmal eine Yertauschnng der Zeilen oder Kolonnen; ans diesem 

Oronde wird y' ^) das Yertauschnngssystem genannt. 

Gteht man in den beiden letzten Gleichungen von den Systemen zn 
ihren Determinanten über nnd berücksichtigt dabei; daJs die Deter- 
minante des Yertaaschnngssystemes gleich eins ist, so ergeben sich die 
Identitäten 



(la) 



a, b 






bj — a 



Die Determinante bleibt also ungeandert, wenn man ihre 
Zeilen oder ihre Kolonnen vertanscht xmd der neuen ersten 
Zeile oder der zweiten Kolonne das negative Zeichen beilegt 

Betrachtet man an Stelle des zweiten Elementarsystemes y^ j 
gleich das allgemeinere [^ . ), welches sich ja aus den drei Elementar- 
systemen zusammensetzen laust, so ergeben sich hier entsprechend die 
Kompositionsgleichungen 



(2) 



/l, t\ (a, b\ (a + ta\ b + tb\ 
VO, 1/ \a\ V) ^\ a' , V ) 

(a,b\ /l, i\_(a, at + b\ 
V,W Vo, l/~Va', a't + bO' 



Im ersten Falle werden also zu den Elementen der ersten Horizontal- 
reihe die mit t multiplizierten entsprechenden der zweiten, im zweiten 
Falle werden zu den Elementen der zweiten Kolonne die mit t mul- 
tiplizierten entsprechenden der ersten addiert 

Geht man auch hier zu den Determinanten über, so ergeben sich 
die beiden Identitäten 



(2a) 



a, b 



\a-\-ta', h^-tV 
a' h' 



ia, a t-\-h 
a', a't + h' 



(3) 



Für daa dritte System eadlich erhält man die Eompositionsgleichimgen 
(P, 0\ /a, h\_/pa,pb\ 
VO, 1/ \a',h')~\a', V) 
/a, h\ (p, 0\_(pa, b\ 
W,b'} VO, l)~\pa',b'P 



Kroaecker, Detenninantain. 



50 Vierte YorleBung. 

und beim Übergänge zn den Detenninanten 

a, 6 pa, pb pa, b 
* a',6' ^ a' V ^ pa\V 

Durch Yerbindung der Gleichungen (la)^ (2a), (3a) ergibt sich 
jetzt folgendes System von Determinantenrelationen 



(3») 



(4) 



a, b 


- 


— 


a',b' 
a, b 


= - 


b 
b 






= 


a 


+ ta', 


b + tb' 
V 


= 



a, b 



a',b' 



a, b +ta 
a', b' + ta' 

pa, b 
pa',b' 



a , 
a' + ta, b' + tb 

a+tb,b 
a'+tb',b' 



pa,pb 



a , b 
pa', pb' 



a,pb 
a',pV 

nnd ans ihnen ergeben sich als unmittelbare Folge des Multiplikations- 
theorems die folgenden Fundamentalsatze f&r die Determinanten zweiter 
Ordnung, welche hier auch leicht durch direkte Ausrechnung yerifiziert 
werden können: 

L Die Determinante wechselt nur ihr Zeichen, wenn in ihrem 
Elementensystem die beiden Zeilen oder die beiden Kolonnen 
vertauscht werden, 
n. Die Determinante bleibt ungeandert, wenn man zu den 
Elementen einer Reihe gleiche Multipla der entsprechenden 
Elemente der Parallelreihe addiert, 
in. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile oder einer Kolonne 
mit derselben Zahl py so erhalt man das jp- fache der Yorigen 
Determinante. 

Schon in § 2 der dritten Vorlesung wurde hervor- 
gehoben, dafs man das geometrische Bild einer Deter- 
minante .' ,, erhalten kann, indem man in der 

Ebene zwei Punkte P und P' mit den Koordinaten 
(a, b), (a', b') und durch diese und den Anfangspunkt 
ein Dreieck P P' bestimmt. An diesem geome- 
Fig. 8. trischen Bilde kann man, wie hier nur kurz erwähnt 

werden mag, alle Determinantensätze speziell die drei soeben ge- 
fundenen anschaulich deuten. 




$ 4. Zerlegung eines beliebigen Systemea in Elementanysteme. 
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So sagt z. B. der Satz 










a',h' 


= 


-«',- 
«, 


-V 
h 



tms, daTs der Inhalt und die ümlanfsriclitimg des Dreiecks OPP' xm- 
g^Lndert bleibt, wenn man statt des Punktes P'» (a*, V) seinen in Be- 
zog anf den Anfiangspnnkt symmetrischen P^^(-~ a', — &') wählt, nnd 
zugleich die Reihenfolge von P und P[ vertauscht. 



Der zweite Satz 



besagt, daÜB alle die- 



a,b \a + ta',b + iV 

jenigen Dreiecke, deren gemeinsame Grundlinie OP^ ist, und deren 
Spitzen auf der durch P zu OP^ gezogenen Parallelen liegen, mit 
OPP* inhaltsgleich sind und dieselbe UmlauÜEirichtung haben, d. h. 
er ist der Elementarsatz über die Inhaltsgleichheit Yon Dreiecken 
mit gleicher Ghimdlinie zwischen denselben Parallelen. 



Der dritte Satz p 



a, b 



pa,pb 



spricht aus, dab Dreiecke 



Yon gleicher Hohe sich verhalten wie ihre Ghimdlinien. 



§4 
Es soll nun gezeigt werden, da(s jedes System ( ^i ,,), dessen 

Determinante A^^ab'^a'b nicht gleich Null ist, als das Resultat 
der Komposition elementarer Systeme darstellbar ist. In diesem ein- 
üchsben Falle kann man nun jene Zerlegung direkt angeben. Zu- 
nächst kann man ein System mit der Determinante A als Produkt 
eines Elementarsystemes und eines solchen mit der Determinante eins 
darstellen; denn auf der rechten Seite der Identität 



Oj.)-(o; ?)(!:?) 



ist ja das erste System bereits ein elementares, während das zweite 



die Determinante r — =» 1 hat 

A 

Zur Dekomposition dieses letzten Systemes kann man aufser den 

elementaren Systemen auch solche von der Form l' .j benutzen, 

weQ diese ja aus den elementaren in bekannter Weise komponiert 
sind. Aus diesen und den Yertauschungssystemen kann nun das 
soeben betrachtete leicht zusammengesetzt werden. Bildet man näm- 
lich das Eompositionsresultat der fünf Systeme 
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(1, a\ /0,-l\/l, ß\ /^0,-l\/l, y\ (aß-1, «/Jy-«-y\ 

*'^'' \o, iMi, 0/vo, i/Vi, oAo, 1/ \ ß, ßr-i r 

80 ist dieses ein System, dessen Determinante gleich eins ist, weil 
dasselbe Ton allen seinen Komponenten gilL Damit dieses aber mit 






übereiiiBtimme, braucht man nur die bis jetzt noch willkür- 



lichen Ghrö&en a, ß, y so za bestimmen, dab 

wird. Ans der ersten, dritten und vierten Gleichung ergeben sich 
nnter der Voraussetzung a'^0 f&r diese Gh'Slsen die folgenden Werte: 

und die zweite Gleichung ist dann Yon selbst erfüllt, weil sie eine 
Folge der drei übrigen und des Umstandes ist, dals die Determinante 
gleich eins ist. 

Ist also a'^0, so erhalt man die folgende Dekomposition des 

Systemes ( J , , ) 

(^)ej.)-(t:?)C;f)(?rJ)(i;l')(rJ)(:;f) 

Yon diesen sind das erste imd die beiden Yertauschungssysteme bereits 
selbst elementar, yon den drei anderen zerfallt nach S. 48 jedes noch in 
drei elementare Systeme, so dals hier eine Dekomposition in zwölf 
elementare Komponenten gegeben ist. 

Ist a' s 0, so gilt die soeben gegebene Zerlegung nicht unmittelbar. 
Geht man aber hier von der Identität 



/a, 6\ /0,-l\ / a', 6'\ 
Va', 67 ~ Vi, 0/ V- a, - 6 / 



aus und zerlegt dann die zweite Komponente auf der rechten Seite 
weiter, so ist hier das dem a' entsprechende Element — a sicher von 
Null verschieden, weil ja andernfalls aV — a^h gleich Null sein mübte. 
Die Zerlegung in Elementarsysteme ist aber hier keine eindeutige, 
imd hierauf beruht die fundamentale Verschiedenheit derselben von der 
Zerfallung der Zahlen in ihre Primfaktoren. So kann z. B., wie die 
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eiiifache Aiisreclinang zeigt^ das System \ r xr ) ^^^^ folgendermaGseii 
in 17 Elementarsysteme zerlegt werden 

o.lHl: -Dit: XrX: X-rl)'{i' :) (- "f 9 

Der Grand dieser Yerschiedenheit liegt eben darin, dals hier die Reihen- 
folge der Komposition nicht gleichgültig ist. 

§5. 

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitte gefdndenen Zerlegung eines 
Sjstemes in Elementarsjsteme kann jetzt anch die schon vorher (S. 42) 
aufgeworfene Frage beantwortet werden, wie eine Funktion der vier 
Elemente eines Sjstemes beschaffen sein mofs, damit für sie die Reihen- 
folge der Komposition gleichgültig ist. Sind also 

«-Gj.). «■-(;;;:) 

zwei Systeme, so soll die Funktion Fi | ,, j so bestimmt werden, 
dab fBr unbestimmte Werte der Elemente von 8 und 8' die Gleichung 

(1) F{88') = F(8^S) 
oder, was dasselbe ist, dals 

n \ ^/ö « + 6 iS, a «'+ & /S'\ j7 /"«« + «'«'; «6 + «'&'\ 
^^*^ ^ W« + Vß, a'a' + VßO "" V/Ja + ß'a\ ßb + ß'V) 

besteht. Ist ferner 5" irgend ein drittes System^ so muls F%o beschaffen 
sein^ dais auch 

(2) F(88'8")^Fi88"8') 

ist; ist diese Bedingung aber erfüllt, so bleibt F auch ungeandert, 
wenn man die drei Komponenten auf alle sechs überhaupt mögliche 
Arten yertauschi In der Tat ist ja wegen (1) 

F(S8'8'') = F[{88') S"] = F[8'' (^88')] = J(fif" SS') 
- F[8 (S' iS")] == F[(8^ S") 8] = F{8' S" S), 
und genau ebenso findet man 

F(88" 8') =- F(8" 8' 8) - F(8' 88"), 
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wegen (2) sind also wirklich alle jene sechs Funktionen einander 
gleich. 

Ist aber F eine solche Funktion der vier Elemente Ton 5, dab 
die beiden Gleichungen (1) und (2) 

F(S8'S'')^F(S8"8') 

erfüllt sind, so zeigt man leicht . indnktiv, dafs für beliebig viele 
Systeme 8if 8^y • -» 8n 

(3) F(S,8,...8n)^F(8,,8^,..80 

ist, wenn 8i^, Si^y^-Si^ die Systeme 8^, 8^,...8n in irgend einer 
Yertauschnng bedeuten. Zunächst erkennt man nämlich ohne weiteres, 
dafs eine jede solche Yertauschnng (jS^, . . . 5/J dadurch erhalten 
werden kann, dals man hintereinander immer zwei benachbarte 
Elemente 8kj 8k+i miteinander yertauscht; denn durch eine Anzahl 
von solchen Yertauschungen kann man zuerst 8i^ successive an die 
Stelle Yon 5|^-.i, 8i^^iy ... 8^ bringen, dann 8i^ an die zweite Stelle u.b.w. 
Also ist die allgemeine Gleichung (3) bewiesen, wenn man zeigen 
kann, dals allgemein 

F(8i . . . 8k-i 8k8k+i 8k+2 . . . Sn) = F(8i . . . 8k-i ft+i S* . . . S») 

ist. Setzt man aber die beiden links und rechts auftretenden Produkte 

8i ... 8k— i = 8q^ 5*4-2 . . . 8n— 8q, 

so reduziert sich die zu beweisende Gleichung auf 

(4) F{8, 8, 8,+x S;) - F(8, Ä+x Ä Ä^); 
nxm ist aber nach der Voraussetzung (2) 

F(8o8t8jt+i)^F{8^8,^t8,y, 

ersetzt man hier jS^^^-i durch 8k^t8Q und benutzt dann wieder die 
Voraussetzung (2), so ergibt sich endlich in der Tat 

Fi8,8k8k+l8l)^F{8,8u^^8i8k)^F{[8,8,+^]S;^^^^ 

Mit Hilfe unserer Dekompositionsgleichungen (2) auf S. 52 für ein 

beliebiges System ( | , , j zeigt man nun leicht, daCs fQr eine Funktion 

jener vier €h*oisen dann und nur dann die Reihenfolge der Kompositionen 
gleichgültig ist, wenn dieselben nur in der Verbindung (ab' — a'b) auf- 
treten, wenn also -^( r ir) eigentlich nur von der einen Variablen A 
abhängt. ' 



§ 6. Die Detenninante als Invariante fi3r die Reihenfolge der Kompositionen. 55 
In der Tat war ja 

(<j.)-p(o:?)Q;)(t:)(rj)(?;?)Q:)6::)(?;i) 

wo a, ßj y drei rationale Funktionen der Elemente sind, auf deren 

Werte es jetzt nicht ankommt. Soll also Fy | , J eine solche Funktion 

der vier Groiken (a, b, a\ V) sein, dals eine Ändenmg der Reihenfolge 
der Kompositionen an ihrem Werte nichts ändert, so mnCsi F anch nn- 

geändert bleiben, wenn man das System ( / , J durch seinen Wert 

in (6) ersetzt, nnd dann die Reihenfolge der Kompositionen ganz beliebig 
wählt. Ordnet man nun die Systeme rechts in der Reihenfolge 

(^'?)[Q?)(t:)(5?)(t:)(?^?)(t"J]KM)«*Qj)> 

so reduziert sich die erste eckige Klammer offenbar anf das Einheits- 
system, die zweite »^ (/ o) "^ (l^ — l)' ^'^ ™^^ ^^^ ®®"^ 

^C,'.)-'[(o:X;:l)(J;!)]-<ro). 

d. h. die Fxmktion F mnJs notwendig eine solche sein, in der die vier 
Yariabelen (a, b, a\ 5') nur in der Zusammensetzung A = ab' — a'b 
auftreten, oder F muls von A allein abhangen. Anderseits haben 
wir aber erkannt, da(s die Determinante A, also auch natürlich jede 
beliebige Funktion derselben, wirklich Yon der Reihenfolge der Kom- 
position unabhängig ist. Wir sind also zu dem fundamentalen Satze 
gelangt: 

Der Wert einer Funktion der vier Groiken eines kom- 
ponierten Systemes ist dann und nur dann von der Reihen- 
folge der Systeme unabhängig, wenn diese einzig und allein 
von der Determinante des Systemes abhangt. 

In diesem Satze ist somit die charakteristische Invarianteneigenschaft 
der Determinante ausgesprochen, da sie wirklich nur Funktionen der 
Determinante selbst zukommt. 
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§6. 

Von der hier betrachteten Eomposition der Systeme kann man 
sich wieder ein sehr anschauliches geometrisches Bild machen. Zn 
diesem Zwecke betrachten wir zwei Ebenen E und E', nehmen in 
jeder von ihnen ein rechtwinkliges Koordinatensystem an und ordnen 
jedem Ponkte P'=^(x\ y^) der zweiten denjenigen Punkt P der ersten 
Ebene zu, dessen Koordinaten (x, y) mit denen Yon P' durch die 
Gleichungen a^^ax^+hy^ + c 

zusammenhangen. Dann entspricht offenbar jedem Punkte von E* ein 
und nur ein Punkt von E] die zweite Ebene ist also auf der ersten 
abgebildet Damit aber diese Beziehung eine umkehrbare sei, ist noch 
eine Bedingung zu erfQllen. um diese au&ufinden, wollen wir der 
Einfachheit wegen c = (?' » 0, d. h. jene beiden Abbildungsgleichungen 
in der Form 
... x^ax' + hy^ 

^^ y^a'x'+b'y' 

annehmen, was ja offenbar durch eine parallele Verschiebung des ersten 
Koordinatensystemes, d.h. ohne jede Änderung in der Natur der Ab- 
bildimg, erreicht wird. Ist dann die Determinante 

von Null yerschieden, so besitzt das Gleichungssystem (1) fOr jedes 
endliche Wertepaar (x,y) eine und nur eine endliche Losung, jedem 
Punkte P s (x, y) von E entspricht also auch ein einziger Punkt P' 
yon E', d. h. beide Ebenen sind eindeutig aufeinander abgebildet. 

Ist dagegen A = 0, aber mindestens ein Element, etwa ü^O, so 
folgt aus den Gleichungen (1) sofort 

(2) a'x — ay^O, 

d. h. jedem Punkte von E' entspricht stets ein Punkt der bestimmten 
Geraden (2), ako ist hier die ganze Ebene E' auf jener Geraden ab- 
gebildet; umgekehrt entspricht aber keinem aulserhalb der Geraden (2) 
liegenden Punkte yon E ein Punkt yon E'] in diesem Falle ist abo 
die Abbildung beider Ebenen keine eindeutige. 

Wir wollen nun die Natur dieser Abbildung beider Ebenen in 
dem Falle genauer untersuchen, dafs sie eine eindeutige, dals also 
A ^ ist. Wählt man in E* zwei Punkte V und 2' mit den Koordi- 
naten (<c[, y{) und (x^, y'^ beliebig aus, so wird durch sie und den 
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KoordinatenanfiEoigspiiiikt 0' ein Dreieck bestimmt, dessen doppelter 
Inhalt und dessen ümlanfssinn nacli S. 32 durch die Gleicliimg 



(3) 



(0',1',2'). 



"v 



Vi 



g^ben ist. Sind 0, 1, 2 die entsprechendeii Paukte von E, so 
sind ihre Koordinaten beziehlich 

(0, 0), (ax[ + hif[, a'z[ + h'y^, (ax', + by^, a'x', + h'y^, 

also ist der entsprechende Ansdmok ftlr den doppelten Dreiecksinhalt 

ax[+by[, a'x[ + b'y[ 

d. L unter Berflcksichtig^iu^ des Mnltiplikationssatzes 



(0,1,2). 



(0,1,2). 
Es ist also stets 






Vx 



X, 

(0',1',S') 



a, a 

b, b' 



.(0M',2').A. 



Ganz ebenso folgt ans dem Ausdrucke (la) auf S. 32 , dals wenn 
(1, 2y 3) und (1'; 2'y 3') die Ausdrücke f&r den doppelten Inhalt von zwei 
beliebigen entsprechenden Dreiecken sind, auch hier die Proportion 
bestellt 

(1,2,8) 
(l',2',8')""^- 



(4) 



Das Verhältnis der Flächeninhalte entsprechender Drei- 
ecke ist also stets gleich der Transformationsdeterminante, und 
die XJmlaufsrichtungen sind einander gleich oder entgegen- 
gesetzt, je nachdem diese Determinante positiv oder negativ ist. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dafs den Punkten einer Geraden l 
in E die einer Geraden V mE* eindeutig entsprechen; denn aus der Glei- 
chung (4) folgt ja, dals der Punkt 3 dann und nur dann auf der Ge- 
raden 1, 2 liegt, wenn sein Bild 3' auf der Geraden 1', 2' sich be- 
findet. Weil bei dieser Abbildung das Bild jeder geraden Linie wieder 
eine solclie ist, nennt man die hier betrachtete Beziehung der beiden 
Ebenen eine kollineare. 

Betrachtet man endlich in JEJ ein beliebiges, sich selbst nicht 
schneidendes Polygon P, so entspricht diesem ein ebensolches Poly- 
gon P' mit gleichviel Ecken, und aus dem Ausdruck für den Inhalt 
von P, dargestellt als eine Summe von n Determinanten, ergibt sich 
leicht unter Anwendung des Multiplikationssatzes: 
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Das Verhältnis der FlacheninhAlte Ton zwei entsprechenden 
Figoren in den Ebenol E nnd E' ist gleich der Trans- 
formationsdeterminante, nnd ihre ümlanfsrichtongen sind ein- 
ander gleich oder entgegengesetzt, je nachdem diese Deter- 
minante positiv oder negativ ist. 

Man kann ans diesem Gfmnde die Transformationsdeterminante, 
welche das Inhaltsverhaltnis entsprechender Fignren bestimmt, den 
Eorrelationsfaktor nennen. 

Dies Resultat ist besonders wichtig, weil der Inhalt in einer 
Ebene nichts anderes als die in zwei Dimensionen übersetzte MaJszahl 
ist. In der Geraden kann das Mals entstanden gedacht werden ans 
der Yorstellnng der Anzahl gleichweit voneinander entfernter Punkte. 
Ahnlich kann man sich das Messen in der Ebene entstanden denken, 
ans einem Zahlen in zwei Dimensionen, unsere Beziehung entspricht 
also einer Veränderung der Malseinheit in der Ebene, deren QrSlse 
durch die Determinante bestimmt ist 



§7. 
Durch die Transformationsgleichungen 

wurde die Ebene E^ auf der Ebene E Punkt für Punkt abgebildet^ 

und diese Beziehung war, falls die Substitutionsdeterminante A» | . , 

von Null verschieden ist, eindeutig umkehrbar, wie man auch aus den 
durch direkte Auflösung sich ergebenden Gleichungen 

unmittelbar erkennt. Der besseren Übersicht wegen sollen die Trans- 
formationsgleichungen (1), vermittelst deren {x^ y) durch {x\ y') aus- 
gedrückt werden, in der folgenden leicht verständlichen symbolischen 
Form 

(2) («,y)-C',6')(^''y') 

oder auch, falls das System ( | i^J der Substitutionskoefßzienten durch 
(ß) bezeichnet wird, in der Form 
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(2a) Qc,y)''{S)(x',y') 

geschrieben werden. Bedeutet dann, wie früher, 8^^ das zn S rezi- 
proke System; so lafst sich die Auflösung (la) Yon (1) offenbar schreiben 

(2b) (.x',y')^{S-')(x,y). 

Wird nun auf der zweiten Ebene E' eine dritte JS" durch die neuen 

Gleichungen 

(^s x'=^Xx" + i^y" 

^^ y'^X'x" + ii'y", 

oder in der einfocheren Schreibweise 

(Sa) (.<y') = (^,l)(^",y") 

abgebildet; so ergeben sich unter Benutzung von (1) und (3) die 
folgenden Gleichungen zwischen (x, y) und {x*\ y") 

x^(aX + b r)^"+ (a ii + b ii')y" 

oder, da das hier auftretende Substitutionssystem aus ( | , , j und ( | A 
komponiert ist; so labt sich die durch die beiden Gleichungssysteme 

(Ay') = (]}^l)(Ay") 

yermittelte Beziehung zwischen (x, y) und (x", y'') folgendeimalsen 
schreiben 

w («.»)-[Cj.)(l;p)]('"'^"> 

Sind entsprechend eine Reihe z. B. von Tier Ebenen E, E\ E", E'" 
durch die Gleichungen 

(x,y) = iP)(x',y') 

(6a) («',y') = (ö)(«",y") 

(x",y")^{B)ix"',y"') 

aufeinander bezogen; so erkennt man direkt; daüs die letzte auf die 

erste durch die Gleichungen 

(6b) (x,y)=^iPQB)(x"',y"') 

abgebildet ist; wo wie vorher PQJS das aus den Komponenten P, Q, B 
in dieser Reihenfolge zusammengesetzte System bedeutet. 
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Ans diesem Resultate kann man einen nicht auf die Ansrechnimg 
gegründeten Beweis des wichtigen Satzes ableiten, dab f&r die Kom- 
position der Systeme das sogenannte assoziative Gesetz gilt, dafs näm- 
lich das System P Q B dasselbe bleibt, wie man auch die drei 
Komponenten unter Wahrung ihrer Reihenfolge zusammenfassen mi^. 
Bildet man nämlich durch die erste der Gleichungen (6 a) die Ebene E 
vermittelst P auf E^ ab und dann E^ durch die komponierte Sub- 
stitution Q 12 auf E^", so erhält man die Abbildung von E auf E"^ 
durch P{QB). Dieselbe Abbildung erhält man aber, wenn man 
von E durch P Q zuerst zu E" und von E" durch B zu E"' über- 
geht; und so ergibt sich die Gleichung 

welche eben das assoziative Gesetz für die Komposition der Systeme 
ausspricht, und dieser Beweis kann ohne weiteres auf die Kom- 
position beliebig vieler Systeme ausgedehnt werden. 

Die Gleichungen (1) ergaben dann und nur dann eine eindeutige 
Abbildung der Ebenen E und E' aufeinander, wenn der Korrelations- 
faktor I P I s= I a, & I von Null verschieden war, und ein Gleiches muls fOr 
die Determinante | Q | = | A, ft | der Fall sein, damit E' auf E" eindeutig 
abgebildet sei. Ist das aber der Fall, so mub auch zwischen E und E-' 
eine eindeutige Beziehung bestehen, und das ist auch in der Tat der 
Fall, da ja nach (6) und dem MaltipUkationssatze der hier auftretende 
Korrelationsfaktor 

w i-^«i-ic,^)(ü::')i-i:!M-i»;:.|-i-^ii«i 

ist Hieraus ergibt sich, dals bei dieser successiven Abbildung das 
Inhaltsverhältnis entsprechender Figuren gleich dem Produkte der 
beiden Korrelationsfaktoren ist, ein Satz, der auch direkt erschlossen, 
und auf den dann ein neuer Beweis des Multiplikationstheorems leicht 
gegründet werden könnte. 

§8. 

Von besonderer Wichtigkeit für die analytische Geometrie ist 

^ejenige Abbüdung a^^^ + f^V 

bei welcher nicht nur je zwei entsprechende Flächenteile inhaltsgleich 
sind, sondern auch entsprechende Strecken gleiche Länge besitzen. 

Ist dies der Fall, so wird 5= ( J ,) ein orthogonales System ge- 

nannt. Da alsdann zwei entsprechende Dreiecke gleiche Seiten besitzen. 
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also kongraent sind, so ist die erste Annahme eine Folge der zweiten. 
Da bei dieser Abbildung die Anfangspunkte und 0' beider Koordi- 
natensysteme einander entsprechen, so müssen zunächst, £eJIs P und P' 
zwei beliebige entsprechende Punkte beider Systeme sind, die beiden 
Strecken OP und O'P' gleiche Länge besitzen. Sind also {x, y) und 
(I, ij) die Koordinaten zweier entsprechender Punkte, so mufs die Sub- 
stitution (1) so beschaffen sein, dals 

(2) a:*+y*-l*+i?* 

ist, d. L es muii9 

(2a) /i*+f^'«=l 

sein. Diese notwendige Bedingung ist aber auch hinreichend; ist sie 
nämlich erfüllt, so zeigt man leicht, dafs irgend zwei entsprechende 
Punktpaare P^, P, und P{, P[ dieselbe Entfernung besitzen. In der 
Tat seien (a^, y^), (o^, y,) die Koordinaten von P^ und P, und 
(6i, i^i), (Ij, %) die der entsprechenden Punkte P^, P[^ so hängen 
dieselben beziehlich durch die Gleichungen (1) zusammen, und aus 
Omen ergibt sich 

a^ - a^i« X (Ig - y + /* (% - )?i) 

% - yi = i'(i2 - Si) +y (% - i?i). 

Hieraus folgt aber mit Benutzung der Gleichungen (2 a) 

P^T^^ix,- x,f + (y, - y,)«=. a - Sx)' + (% - %)• = ?r^'- 
Durch die Abbildung mit dem Koefßzientensysteme l] ^A werden 

also die Ebenen E und E^ dann und nur dann kongruent abgebildet, 
wenn die Gleichungen (2 a) erfüllt sind, oder, was dasselbe ist, wenn 

ist. Bezeichnet man aber wieder das zu 8 gehörige transponierte 
System durch /9, so kann unsere Gleichung in der Form 

(4) SS^E 

geschrieben werden. Es muls also zunächst, wie der Übergang zu den 
Determinanten lehrt, die Substitutionsdeterminante 1 8 \ Ton Null yer- 
schieden sein. Ist dies aber der Fall, so existiert ein und nur ein 
System, nämlich das reziproke 8"^^^ für welches die Gleichung 

(4a) 8'-^8 = E 
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erftillt ist; und durch Yergleichimg von (4) und (4a) ergibt sich also 

der Satz: 

Ein System S ist dann und nur dann ein orÜiogonaleSy 

wenn das ihm konjugierte System dem reziproken gleich ist 
Setzt man in der Bedingungsgleichung {&r die orthogonalen Systeme 

die einzehien Koeffizienten einander gleich, so ergibt sich 



X, X\ 



(5) (*'M = 



a' a 

V l 

Ä' Ä 



WO A = Xyi^ — AV ist. Geht man aber in der Gleichung (4) zu den 
Determinanten über, so folgt weiter 

A»=l, A = ±l. 
Es gibt also zwei verschiedene Arten kongruenter Abbildungen, näm- 
lich solche, für welche A = ± 1 ist. Und zwar sind diese voUkommen 
dadurch charakterisiert, daTs f&r A » + 1 die ümlaufsrichtungen ent- 
sprechender Dreiecke und allgemeiner entsprechender Flachenteile gleich, 
fär A = — 1 entgegengesetzt sind. 

Ist A =» 1, und legt man die Ebene E^ so auf Ej dals ihre An- 
fangspunkte und 0' sich decken, und dreht die Ebene E^ dann so, 
dab irgend zwei entsprechende Punkte P und P' koinzidieren, so 
liegen alle entsprechenden Punkte Q und Q^ ebenfalls übereinander, 
weil jedes Dreieck POQ dem entsprechenden Dreieck P' 0' Q* kongruent 
ist und gleichen ümlaufssinn besitzt. Diese Transformation entspricht 
also einer einfachen Drehung des rechtwinkligen Eoordinatensystemes um 
den An&ngspunkt. Ist dagegen A^ — 1, und bringt man wieder OP 
mit O'P' zur Deckung, so liegen je zwei entsprechende Punkte Q, Q^ 
symmetrisch zu jener Linie, da hier jene beiden Dreiecke entgegen- 
gesetzten ümlaufssinn haben. Die beiden Ebenen sind erst dadurch 
zur Deckung zu bringen, dafs man die zweite um 0' P' herumklappt 
In dem zweiten Falle sind die beiden Ebenen also durch Aufeinander- 
legen und blolse Drehung nicht zur Deckung aller entsprechenden Punkte 
zu bringen, sondern man mufs, um dies zu erreichen, noch die dritte 
Dimension zu Hilfe nehmen. 

Betrachten wir zuiuU^hst nur die Transformation mit der Deter- 
minante + 1, welche also einer Drehung des rechtwinkligen Eoordi- 
natensystemes entspricht, so ergibt sich aus (5) die Gleichung 

/X, A_/ li\ -(i\ 
V, ^7""U2', x) 



^f»'-A>=+i, 



§ 8. Orthogonale Systeme. 
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X« + A*»=l, 



i»+M* = l 



d. h. es ist ^' » A, 1' = — ft. Man erMlt also alle und nnr die ortho- 
gonalen Systeme der ersten Art in der Form 

wahrend für alle Systeme der zweiten Art sich ebenso 

ergibt. Hier kann X in dem Intervalle zwischen — 1 und + 1 beliebig 
angenommen werden, wahrend dann [i durch die Gleichung 1^ + /i'=»l 
bestimmt ist. 

Um alle reellen orthogonalen Systeme der ersten und zweiten Art 
Yollstandig darzustellen, beachten wir, daCs man eine reelle Zahl t stets 
so wählen kann, dab 

ist: dann wird 






»yT-X«« 



2t 



Man erhalt also alle orthogonalen Systeme und nur sie folgender- 
maCsien in rationaler Form ausgedrückt 



8, 



1+t«' 1 + t» 
2* l-t« 



l+t»' 1+*«. 



fii = 






2t \ 



1 + t« 



i + *V 



Setzt man hier, was stets gestattet ist, ^ :=> tg -^^ so werden jene beiden 
Systeme beziehlich 

^ / cos a, sin a\ ^ _^ /cos a, sin a\ 
* ^ \— sin a, cos a/ ' * "~ \sin a, — cos «/' 

und Ton den zugehörigen Transformationsformeln 

ic= Icosa + i^sina a;=*6cosa + i^sina 
y = — - 1 sin « + iy cos a y = | sin a — i^ cos a 

entsprechen die beiden vorderen der Drehung des Achsensystemes um den 
Winkel u und die beiden hinteren einer ebensolchen Drehung nebst 
Vertanschung der positiven Richtung der alten y- Achse. 



Fünfte Vorlesung. 

Axitlunetische Anwendangen der Determinanten zweiter Ordnung. — Die gaxiz- 
zaUigen Systeme. — Gittersysteme in der Ebene. — Eindeutige Abbildung der 
Gitterpunkte zweier Ebenen aufeinander. — Reduktion ganzzahliger Systeme durch 
vordere Komposition mit Elementarsystemen. — Die reduzierten Systeme. — Die 
Äquivalenz der ganzzahligen Systeme. — Die Grundeigenschaften äquivalenter 
Grbüien. — Die KLassenzahl der ganzzahligen Systeme. — Die verschiedenen Arten 
der Äquivalenz ganzzahliger Systeme. — Hintere Komposition mit unimodularen 
Systemen. — Vordere xmd hintere Komposition. — Bilineare Formen und ihre 
Transformation. — Die reduzierten Systeme. 

§ 1. 

Die in der letzten Vorlesung gegebenen Überlegungen sollen nun 
zunächst dazu benützt werden^ um auf die yon Groufs eingefBhrten 
aritlunetischen Prinzipien überzugehen, welche die (Grundlage für einen 
grofsen Teil der neueren Arithmetik gebildet haben. Bis jetzt waren 
die Eonstanten stets als beliebige positive oder negative Zahlen an- 
genommen, und ebenso war als der Bereich der Variablen das ganze 
Gebiet der endlichen Zahlen angesehen worden. Geometrisch komite 
so das Gebiet zweier Veränderlichen mit allen Punkten einer Ebene 
identifiziert werden. 

Nimmt man jetzt die Eonstanten nicht mehr als beliebige reeUe 
GröüseU; sondern als willkürliche positive oder negative ganze Zahlen 
und betrachtet auch als das Gebiet der Veränderlichen nicht mehr 
alle endlichen, sondern nur noch alle positiven oder negativen ganzen 
Zahlen, so treten hier durch die Forderung der Ganzzahligkeit ganz 
neue Prinzipien hinzu, deren systematische Darstellung und Aus- 
gestaltung zuerst von Qcmfs in seinen Disquisitiones orUhmeHcae durch- 
geführt worden ist. Den Bereich einer Variablen x kann man dann 
mit dem Systeme von Punkten identifizieren, deren Abscissen ganze 
Zahlen sind, d. h. mit einer Punktreihe, welche den Nullpimkt enthalt 
und für die die Entfernung benachbarter Punkte gleich der Längeneinheit 
ist Dem Gebiet zweier Variablen (x, y) entspricht hier das Gitter- 
system aller Punkte, deren Eoordinaten ganze Zahlen sind. Dieselben 
sind die sämtlichen Schnittpunkte der durch die ganzzahligen Punkte 
jeder Achse zu der anderen gezogenen Parallelen. 
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Es seien niin in den beiden Abbildnngsgleichungen 

die yier Substitntionskoeffizienten des Systemes 

6 



» «-0,:.) 



ganze Zahlen, dann enispriclit jedem Gitteipnnkte {x\ y') der Ebene E' 
offenbar ein nnd nur ein Gitterpunkt (x, y) Ton E, jedoch diese Be- 
ziehnng ist anch dann nicht notwendig umkehrbar, wenn die Determinante 
von 8 Yon Null yerschieden ist. Damit nämlich auch ganzzahligen 
Werten von (x, y) ebensolche von (x\ y') entsprechen, ist offenbar not- 
wendig nnd hinreichend, daij9 auch die inyerse Substitution 

, V b 

I a! , a 

ganzzahlige Koeffizienten besitze, d. h. daGs nicht nur das System S 
in (1), sondern auch sein reziprokes 



(la) 8 



— 1 



5' h 



a' a 

-a' A 



ein ganzzahliges seL Also ist jedenfalls notwendig, dafs die Deter- 
minanten A und -^ yon 8 und 8"^ yon Null yerschiedene ganze Zahlen 
sind. Dies ist aber nur unter der Bedingung 

der Fall, und aus der Darstellung (la) des reziproken Systemes geht 
heryor, daGs dieses alsdann auch wirklich ganzzahlig, d. h. dals die 
beiden GUttersysteme yon E und E' unter dieser Bedingung und unter 
ihr allein eindeutig aufeinander abgebildet werden. 

Bei dieser spezielleren Art der Abbildung besitzen also entsprechende 
Polygone stets denselben Flächeninhalt, und der ümlaufssinn ent- 
sprechender Figuren ist derselbe oder der entgegengesetzte, je nachdem 
A = + 1 oder A= — 1 ist. Später werden wir beide Arten der Ab- 
bildung genauer zu unterscheiden haben, yorderhand wollen wir nur 
die erste, fOr welche 

A = -M 
ist, genauer ins Auge fassen. 

Kroneck«r, Determinanten. 5 
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§2. 
Im Yorigen Abschnitte wurde gezeigt; dalB wenn zwei ganzzahlige 
Yariablenpaare durch die ganzzahligen Gleichungen 

zusammenhangen ; der gesamte Bereich des einen dann nnd nur dann aof 
dem des anderen abgebildet wird, wenn die Determinante a&'— a'&«±l 
ist Hiemach liegt die Frage nahe^ in welcher Beziehung der Bereich 
Ton (x, y) zu dem yon (x*, y') steht, wenn jene Determinante eine 
beliebige ganze Zahl ist. Aus jenen Gleichungen geht unmittelbar 
hervor, dals jedem ganzzahligen Systeme (x^, y') ein und nur ein 
ebensolches System (x, y) entspricht. Dagegen wird einem ganzzahligen 
(x, y) im allgemeinen eiu gebrochenes (x\ y'), d. h. dem ganzzahligen 
Gittersysteme der (x, y) ein rational gebrochenes Gittersystem der (x\ y') 
entsprechen. 

Bei dieser Untersuchung kann man sich die Aufgabe auf dem 
folgenden Wege erleichtem, und dies bildet eben den Eingang in die 
Fragen, mit deren Beantwortung wir uns jetzt beschäftigen wollen. 
Ersetzt man die Variablen (x, y) durch neue Variablen (x^, y^) ver- 
mittelst der ganzzahligen Gleichungen 

(2) («i,yx)-Q'j!)(a;,y), 

deren Determinante a/3'— a'/3»l ist, so entspricht das Gebiet von 
{x,y) vollslandig dem Gebiete von (xi, yj, und auch der ümlaufssinn 
entsprechender Polygone ist derselbe; man erhält also auch die Losung 
unserer Aufgabe, wenn man die Beziehung der (a^, y^ zu den (x', y') 
untersucht. Diese wird aber vermittelt durch die Gleichungen 

(») (*.^)-[(;;;:)cj.)](«''»^- 

Man kann also das gestellte Problem, ohne es im geringsten zu andern, 

dadurch vereinfachen, dals man das System ( | , ,j vom mit einem 

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins komponiert. 
Diese Bemerkung leitet nun zu der Aufgabe über, ein vorgelegtes 

ganzzahliges System ( | ^^f) durch vordere Komposition mit einem 

beliebigen ganzzahligen Systeme mit der Determinante eins auf eine 
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möglichet elnfSEU^e^ nicht weiter rednzierbare Form za bringoi« Diese 
Aufgabe ist der früher durchgeführten Dekomposition der allgemeinen 
Systeme analog; sie fährt jedoch hier zu Tollkommen anderen Resultaten« 
Auch hier wollen wir die gestellte Aufgabe nicht auf einmal, 
sondern schrittweise dadurch losen, dafs wir mit ^^elementaren'' Systemen 
der Determinante eins so komponieren, dafs das resultierende System in 
einem gleich anzugebenden Sinne möglichst einfehch wird. Als 
Elementarsysteme wollen wir auch jetzt die auf S. 46 betrachteten von 
der Determinante eins nehmen 

w (?rJ) - ß;l)- 

Jedoch können wir gleich das allgemeinere 

hinzurechnen und zwar sowohl {&r ein positives, als auch für ein 
negatives, aber ganzzahliges t Im ersten Falle ist nämlich 

\o, i) \0, 1/' 

ist dagegen t eine negative ganze Zahl — t, so ist 

\0, l) " \0, l)' 
und ans der auf S. 48 ai^egebenen Gleichung 

(^<:-J)-(J;r-(;rJ)*(J:;)(?;-K;K;-J) 

ergibt sich direkt, dafs (^' .] auch in diesem zweiten Falle durch die 

beiden Systeme (4) darstellbar ist. 

Ich bemerke gleich, dals die zu den Elementarsystemen (4) 
reziproken Systeme 

L?;J) - (JrD 

offenbar ebenfalls durch die Systeme (4) darstellbar sind. Geht also 
ein System 8 durch vordere Komposition mit einer Anzahl von 
Elementarsystemen (4) in ein anderes S^ über, besteht also eine 
Gleichnng EE' ...E^^^ S = 8', 

wo die E^^ irgendwelche Elementarsysteme (4) bedeuten, so folgt aus 
ihr durch Auflösung nach 8 eine andere 

6* 
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welche lehrt, daCs auch umgekehrt S' durch Tordere Komposition mit 
Elementarsystemen in S übergeftlhrt werden kann. 

Komponiert man ein beliebiges System vom mit einem der beiden 
Systeme ^^ _ j 1^ ^ 

VI, 0> lo, 1/^ 
so bewirkt das erste eine Yertanschung der Zeilen mit einer Zeichen- 
andenmg der ersten, das zweite bewirkt, daCs znr ersten Zeile das 
<-fache der zweiten addiert wird. 

Es kommt nnn hier keineswegs darauf an, diese Zerlegung in 
jedem einzelnen Falle wirklich anzugeben, sondern allein darauf, zu 
entscheiden, welches die einfEU^hste Form ist, auf die das allgemeine 

System ( | , J durch successive Kompositionen dieser Art stets ge- 
bracht werden kann. Zunächst kann man durch eine solche Kom- 
position erreichen, daTs das Element a' yerschwindet. Ist das nämlich 
nicht der Fall, so kann man zuerst durch eine Komposition der ersten 
Art, also eine Zeilenvertauschung, erreichen, dals | a' { ^ | a { wird, fiiUs 
dies nicht schon von selbst der Fall ist. Alsdann kann man in einem 

Elementarsysteme der zweiten Art (^' . j die ganze Zahl t so bestimmen, 
dals in dem komponierten Systeme 

/l, t\ /a, 6 \ /« + to,\ 6 + tb\ __ /flt, 6 \ 
VO, 1/W,67~\ a' , 6' )^W,b') 

das neue erste Glied a absolut genommen kleiner ist als a'. Bringt 
man nun durch Komposition mit einem Yertauschungssysteme 



VI, 0/V,67""V a, b) 



die erste Zeile wieder an die Stelle der zweiten, so erhält man ein neues 
System, in welchem das an Stelle yon a' stehende Qlied ä seinem ab- 
soluten Werte nach yerkleinert ist; und diese Verkleinerung kann man 
offenbar so lange fortsetzen, bis man nach einer bestimmten Anzahl 
Ton Kompositionen an Stelle von a' die Null erhalt, bis man also zu 

einem Systeme (^' A gelangt. Dieses System kann man noch so um- 
gestalten, daTs das erste Glied nicht negativ ist. Sollte dies nämlich nicht 
schon der Fall sein, so geht das System durch eine Komposition mit 



(?rJ)"-rJ;-V'«- 
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\ 0,-1/ VO, d7""V 0, -d7' 



in welchem das erste Glied das entgegengesetzte Vorzeichen hat. 
Endlich kann man, und dies ist der letzte mögliche Schritt, aas dem 

bis jetzt erhaltenen Systeme (^^ -,j ein nenes herleiten, in welchem die 

Zahl r positiv und kleiner als der absolute Wert von d' ist; durch 
Komposition mit einem Systeme der zweiten Art erhalt man nämlich 

/l, <v /d, r\_/d, r + td\ 

\0, 1/ \0, dO ^ \0, d' )' 
xmd man kann nxmmehr die ganze Zahl t so bestimmen, daCs r + td' 
positiT nnd kleiner als der absolnte Wert von d' ist. Man erhalt 
also das wichtige Resultat, daÜB jedes ganzzahlige System durch vordere 
Komposition mit einer Anzahl der beiden Elementarsysteme 

Ci,~o)' (oii) 

in ein „reduziertes'' System 

\o[ d'J 
transformiert werden kann, welches durch die beiden Eigenschaften 

d>0 
^^^ 0^r<|d'| 

vollständig charakterisiert ist. 

Nach der auf S. 67 unten gemachten Bemerkung geht dann aber 
auch umgekehrt das reduzierte System durch vordere Komposition mit 

Elementarsystemen in das gegebene (l , A über; es besteht also 
der Satz: ' 

Für jedes ganzzahlige System (l , J besteht eine Glei- 
chung von der Form ' 

(6) Ql)-E^'...^t^''^) 

/«, ß\ /d, r \ 
^ \y, d) \0, dO' 

wo ( ' ^) aus lauter Elementarsystemen besteht. Man kann 

also jedes ganzzahlige System r [ ^J dadurch bilden, dals man 

ein bestimmtes reduziertes System vom mit einer Folge aus 
den beiden Elementarsystemen komponiert. 
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Geht man in dieser Qleichimg von den Systemen zu ihren Deter- 
minanten über und berücksichtigt dabei^ daCs die Determinante 

ad — /Jy =» 1 

ist, weil sie ja ans lauter Systemen mit der Determinante eins 
komponiert ist, so ergibt sich für d und d' die Gleichung 

(6) dd'^aV'-a'b, 

Diese beiden ganzen Zahlen d und d' sind also komplementäre Divisoren 
der Determinante. , 

Es besitze das betrachtete System ( ] j^t) speziell die Deter- 
minante eins; ein solches werde ein unimodulares System genannt 
Dann folgt aus den drei Gleichungen 

dd^^l 
d>0 
0^r<d', 

iaJk d « ä' =» 1 und r » 0, d. h. dals hier das reduzierte System das 
Einheitssystem ist. 

In diesem Falle geht abo unsere Transformationsgleichung (5) 
über in 

(5a) Ql)^EE'...E^^^ 

Jedes ganzzahlige System mit der Determinante eins 
ist gleich dem Produkte aus einer Folge von Elementar- 

System«! (J;-J)mid (J| J)- 

Der letzte Satz liefert einen sehr einfachen Weg zur Losung der 
wichtigen DiqphantiBcihen Gleichung 

(7) a6'-a'6 = l 

in ganzen Zahlen; da man nämlich jedes System ( | ,^j mit der 

Determinante eins nach dem yorigen Satze dekomponieren kann in die 

beiden Elementarsysteme Cl' A und \J ^j, so wird man alle Systeme 

mit der Determinante eins, d. h. alle Lösungen der Gleichung (7) und 
nur sie erhalten; wenn man diese beiden Systeme beliebig oft und in 
beliebiger Reihenfolge miteinander komponiert Freilich ist es auf 
diesem Wege nicht zu yermeiden, dals dasselbe Wertsystem mehr als 
einmal auftritt. 
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Bildet man z. B. das KompoBitioiiBreaiiltat 

/l, Ix» A - U /l, - 3x /O, - Ix» /16, 5x 
\0, l) \1, 0/ \0, 1/ \1, 0/ V 3, l) 

ao besteht in der Tat die Gleichung 

16 . 1 - 5 . 3 - + 1. 

AndeneitB gelangt man aber za demselben Systeme dnreh die Kom- 
position 

/16, 6x /l, 6x /O, - Ix /l, Ix /O, - Ix» /l, - 2x /O, - Ix 
V 3, 1/ \0, 1/ \1, 0/ VO, 1/ \1, 0/ \0, 1/ Vi, 0/' 

welche Ton der vorigen völlig verschieden ist. 

§3. 

Der Aiisgangspimkt {&r die Untersachmigeii des Torigen Ab- 
sclmittes war die Frage, welche Wertsysteme (x*, y') dem yoUsi&idigen 
Gittersysteme der Variablen (x, y) entsprechen, wenn diese mit jenen 
durch die Gleichungen 

(1) (^>y)-Q.^l)«y') 

zosammenhangen. Wenn nnn das Yariablenpaar (x^^ yj mit (x, y) 
dnrch ein Gleichnngssystem 

Terbnnden ist, dessen Determinante ad — ßy^l ist, so entspricht dem 
ganzzahligen Bereiche von (x, y) eindeutig der Yon (xi, y^). Betrachtet 
man jetzt das Gleichnngssystem 

(1.) (^.».)-[C;S) et)] (<»■)' 

dnrch welches (x^, yj mit (x', y') in Verbindung steht, so entspricht dem 
ganzzahligen Bereiche der (x^, y^) genau derselbe Bereich von (x', y') 
wie dem Ton (x^ y). Durch die völlig yerschiedenen Gleichungen (1) 
und (la) oder was dasselbe ist, durch die ganz yerschiedenen Systeme 

wird in diesem Falle daher wörtlich dieselbe Aufgabe gestellt. Für 
diese Au^be also sind alle jene Systeme (2) einander äquivalent. 
Dieses gedankliche Resultat rechtfertigt die folgende Definition: 
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Ein ganzzahliges System soll einem anderen äqniTalent 
heifsen, wenn das erste in das zweite übergeht, indem es vorn 
mit einem ganzzahligen Systeme von der Determinante eins 
komponiert wird. 

Diese Definition kann in der folgenden Formel dargestellt werden 



C.t)~C;J)Cj.) 



{ai-fiy^iy 



Für die äquivalenten Systeme bestehen die folgenden Sätze, welche 
überhaupt für jede andere Art yon Äquivalenz erfüllt sein müssen: 

I. Ist ein System S^ '^ S^, so ist auch 8^ '^ /S^. 
Deam die Voraussetzung 8^^ 8^ fallt zusammen mit der Existenz 
einer Eompositionsgleichung 

wo {ad — ßy)^l ist. Komponiert man aber diese Gleichung vom 
mit dem zu ( ' ^ j reziproken Systeme, welches nach S. 43 gleich 

und dessen Determinante auch gleich eins ist, so folgt 

d. L nach unserer Definition 8^ r^ 8^. 

IL Jedes System ist sich selbst äquivalent, da ja 



m. Sind zwei Systeme 8^ und 8^ einem dritten 8^ äquivalent, so 

sind sie auch untereinander äquivalent. 
Denn nach der Voraussetzung ist ja 

d. h. es ist ^ , ^, 

C;5)«'-(/;l)^' 

ist, und hieranB folgt; wenn man wieder Tom mit dem reziproken Systeme 
(_ „'' «') komponiert 
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*', - ß\ /«, ßs 



(-;r^)C;?)^-^' 



d. Il es ist in der Tat 8^ «^ j^. 

Bei dieser AnfEMSung der Äquivalenz kann man die im vorigen 
Paragraphen gefundene Dekomposition eines ganzzahligen Systemes in 
elementare und ein reduziertes durch folgenden Satz charakterisieren: 

Jedes System f J , ,j ist einem reduzierten L' ,,j aqui- 
▼alenty in welchem 

ist. 

Denn in der Tat wird ja das eine gleich dem anderen, wenn man 
es vom mit einem geeignet gewählten unimodularen Systeme kom- 
poniert. 

Bei dieser Festsetzung der Äquivalenz ist immer eine grolse 
Anzahl von Systemen als äquivalent zu betrachten. Ob zwei Systeme 
in dieser Weise zusammengehören, kann man dadurch entscheiden, 
dab man ffir beide die äquivalenten reduzierten Systeme au&ucht; 
sind diese dann einander gleich, so sind auch die ursprünglichen 
Systeme äquivalent. Indessen könnten aber auch zwei solche reduzierten 
Systeme einander äquivalent sein, ohne identisch zu sein. Man kann 
aber sehr leicht zeigen, daCsi diese letzte Annahme unzulässig ist. 

Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir, dals ein reduziertes System 
bei einer weiteren Komposition mit einem unimodularen Systeme nicht 

reduziert bleiben kann. Wäre nämlich ( ' ^ j ein unimodulares System, 
für welches das komponierte '^^ 



/«, ß\ (dy r\_ /ad, ar + ßd\ 
V, */ VO, d7 \yd, yr + dd'l 



wieder reduziert, fOr welches also 

ad>0, yd = 
ist, während 

d>0 

ist, so müfste y = 0, a > und also wegen « * — /J y = 1 

sein; alsdann geht aber jene Eompositionsgleichung über in 
/l, ß\ fd, r\ fd, r + ßd\ 



vo, i) lo, dO "" vo, d' y 
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und da in dieser Gleichung beide Systeme reduziert sein sollen^ so 
bestehen die beiden üngleichiingen 

d. h. es mnijs auch ß notwendig gleich Null^ jenes Eompositionssystem 
also das Einheitssystem sein. Man erhalt also jetzt den wichtigen Satz: 
Zwei Systeme sind dann und nur dann äquivalent, wemi 
ihre reduzierten identisch sind. 

Eine notwendige Bedingung ffir die Äquivalenz zweier ganzzahligen 
Systeme S und S' ist offenbar die Gleichheit ihrer Determinanten 
Aber nach den soeben gefundenen Ergebnissen ist diese Bedingung 
keineswegs hinreichend. Wir stellen uns nun die Frage, wie viele 
nicht äquivalenten Systeme einer und derselben Determinante A 
existieren. Zur Lösung derselben brauchen wir jetzt nur alle ver- 
schiedenen reduzierten Systeme der Determinante A au&ustellen, da 
jedes andere einem und nur einem reduzierten äquivalent ist. 

Ist zunächst A = 1, so müssen, wie bereits oben erwähnt wurde, 

f&r ein reduziertes System f^' ,j die Bedingungen 

dd'-l, d>0 
erfüllt seüi, d. h. es ist ii /i' — 1 

und aus ^ r < 1 folgt r » 0. Für diesen Fall existiert also nur ein 

reduziertes System, das Einheitssystem L' Vj- 

Aber schon wenn A »jp ist, wo p eine Primzahl bedeutet^ 
erhalt man aus den Bedingungen für die reduzierten Systeme die 
folgenden Moglidikeiten 

d^p, d'-l, r-0 

Die Anzahl der reduzierten Systeme ist also hier gleich jp + 1. 

Ist A gleich dem Produkte zweier verschiedener Primzahlen j9 und g, 

80 liefert eine entsprechende Diskussion die Fälle 
d^pq, d'=l, r = 
d^p, d'^q, r = 0, l...g — 1 
d^q, d^^p, r = 0, 1...JP — 1 
rf— 1, d'^pq, r^O, 1 Pq-h 

die Anzahl R der reduzierten Systeme ist abo 

B=l +P + q+pq' 
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Auch im aUgemeinen Falle kann man leicht durch eine ent- 
sprechende Diskussion eine YollstSndige Reihe der reduzierten Systeme 
aufstellen und ihre Anzahl finden. Zu diesem Zwecke hat man nur f&r 
eine positive Determinante diese auf alle möglichen Weisen in das Produkt 
zweier komplementören positiven Divisoren dd' zu zerlegen und fOr 
jede Zerlegung r die d* Werte 0, 1, ... ä' — 1 beizulegen. Die Anzahl 
JR (A) aller reduzierten Systeme der positiven Determinante A ist also 
im allgemeinsten Falle 

JJ(A) = Zd', 

d h. sie ist der Summe aller verschiedenen Teiler der Determinante 
gleich. Ist A^p^p^...pl^, die Zerlegung der Determinante in ihre 
Primfaktoren^ so ergibt eine einfache Überlegung f&r B (A) die folgende 

Ist die Determinante negativ und gleich — A, so gehen die reduzierten 
Systeme der Determinante — A aus denjenigen fOr + A einfEhch dadurch 
hervor^ dafs man in allen fQr d' den negativen Wert — d' setzt, und 
aQes übrige unverändert laist. Die Anzahl i{(— A) der reduzierten 
Systeme ist also dieselbe wie fOr die Determinante A. 

In den Naturwissenschaften pflegt man Objekte, die durch irgend 
eine gemeinsame Eigenschaft miteinander verwandt sind, in eine 
Klasse oder Gh.ttung oder Familie zu vereinigen. In derselben Weise 
aoUen hier alle äquivalenten Systeme zu einer und derselben Klasse ge- 
rechnet werden. Alle ganzzahligen Systeme ordnen sich dann zunächst 
nach dem Werte ihrer Determinanten, und die Systeme gleicher Deter- 
minante zer&llen dann wieder in die Klassen äquivalenter Systeme, 
deren Anzahl mit der soeben ermittelten Anzahl reduzierter Systeme 
übereinstimmt. 

Obwohl die im § 2 betrachtete Abbildungsaufgabe zunächst nur 
darum Interesse fdr uns besaJs, weil sie uns in die Komposition der 
Systeme einf&hrte, so mag sie doch noch mit den hier gefundenen 
Hilfsmitteln vollständig untersucht werden, weil sie ein gutes Beispiel 
f&r die Verwertung derselben gibt Es sei ako die Abbildung der 
Ebene E auf die Ebene E durch die Gleichungen 

(3) («',y)-0,6')(^''y'> 

g^eben, und wir finden, welches Punktsystem {x\ y') in E' dem 
ganzzahligen Gittersysteme in E entspricht. Dann können wir an 
Stelle der Gleichui^en (1) von vornherein die reduzierten 
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d.h. 

(4) 



h 



wählen, wenn (' ,,) das zu yj, ,A äqniTalente reduzierte System 
bedeutet, oder seine Anflösnng 



(4a) 



-J^-^T'» 



y' = 



1 



1 



1 



«14' 



l<T- 



Dann entsprechen den drei Gbrandpnnkten (0, 0), (1, 0), (0, 1) der 
Ebene E mit den Koordinaten 

(>r«0, y = 0), (rc=l, y-0), (rc = 0, y = l) 

die drei Gfmndpmikte (0, 0)', (1, 0)', (0, 1)' der Ebene E' mit den 
Koordinaten 

(*' = 0,y' = 0), (rc'-=i, y'=0), (x' {^„ y'=f)- 

Wir fixieren diese Punkte in der JE^'-Ebene, konstruieren das 
Parallelogramm; dessen drei Eoken (0,0)'^ O-f^Yf i^f^Y ^^^^ ^ 

zeichnen seine vierte Ecke 
durch (1; 1)' und ziehen 
nun alle aquidistanten Pa- 
rallelen zu den Seiten dieses 
GhimdparaUelogrammes. 
Dadurch erhalten wir in 
E^ ebenfalls ein toU- 
ständiges Gittersystem; be- 
zeichnen wir dann mit (l, (lY den Schnittpunkt der X*^ Parallele zu 
(0,0)', (0,1)' und der f***» Parallele zu (0, 0)', (1, 0)', so sind ihre 
Koordinaten offenbar: fa;'= — A — _^^^ y'=a_-^V d. h. der Punkt (iyf*)' 
in E' entspricht nach (la) dem Gitterpunkte (1, /t) in£, das quadratische 
Gittersystem in E ist also eindeutig auf das parallelogrammatische System 
in E^ abgebildet. Ebenso leicht erkennt man, dafs die Grundlinie 
und die Höhe des Grundparallelogrammes ((Ö, 0)', (1, 0)', (1, 1)', (0, 1)') 
in E' bezw. -g und ^ sind, also sein Inhalt und seine ümlaufisrichtung 
durch -^ bestimmt sind, und daTs fOr den Neigungswinkel 9 seiner 
Seiten die Gleichung 




Fig. 4. 



besteht. 



tg9 = -- 
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§4. 

Dem im yorigen AbschniUe erörterten Begriffe der Äqxdyalenz 
Iiaftete entsprechend der Natur der speziellen Anfgabe die Willkür 
an, dals zwei Systeme nnr dann als äqxiiyalent bezeichnet wurden, 
wenn das eine in das andere durch yordere Komposition mit einem 
nnimodnlaren Systeme übei^efOhrt werden konnte. Mit gleicher Be- 
rechtigimg kann man auch ein System einem zweiten äquiyalent 
nennen, wenn es in jenes durch hintere Komposition mit einem 
unimodularen ganzzahligen Systeme übergeführt werden kann. Diese 
Definition der Äquiyalenz wäre somit durch die Gleichung 

« C:j.)~oj.)C:5) 

erklärt Hier kann man genau wie yorher zeigen, daJs jedes ganz- 
zahlige System mit der Determinante A einem und nur einem ,,redu- 
zierten^' Systeme yon der Form 

(^) it: ".) 

äquiyalent, dessen Elemente durch die drei Bedingungen 

dd'=A 

(2a) d>0 

\d'\>r^O 
YoUst&ndig bestimmt sind. 

Auf diese Art der Äquiyalenz wird man z. B. geführt, wenn man 
sich die der yorigen entgegengesetzte Aufgabe steUt, zu bestimmen, 
welche ganzzahligen Systeme (x', y') dem ganzen Bereich der ganzzahligen 
Variablen {x, y) unter der Voraussetzung der Gleichungen 

(3) («^',»') = Gl,jO(*'y) 

entsprechen. Ersetzt man nämlich hier (x, y) durch neue Variable 
(x, y), welche mit ihnen durch eine beliebige unimodulare Sub- 
stitution ^. 

zusammenhangen, so entsprechen die yoUstandigen Oittersysteme beider 
Variablenpaare einander eindeutig. Vergleicht man also die Glei- 
chungen (3) mit den anderen 
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(«•.»^-0, '-)(;; ?)(*'». 



durch welche {x', y') mit (x, y) zasammenhangen, so entspricht dem 

ganzzahligen Bereich yon (x, y) und (x, y) genau derselbe Bereich Yon 

(x', y')] fOr diese Aufgabe besteht also in der Tat die Äquivalenz (1). 

um nun jene Aufgabe zu losen, kann man ebenso wie yorher 

der reduzierten Form des Systemes ( ? r/j; d.h. von den Gleichungen 

a?'= dx 
yf^rx + d'y 



von 



(4) 



ausgehen, und man zeigt ganz ahnlich, dals auch hier dem quadra- 
tischen Oittersysteme der Punkte (1, /t) in J? ein paraUelogrammatisches 
Oittersystem (X, fi)' ia E' entspricht. Hier entsprechen luanlich den 
drei Ghrundpunkten (0,0), (1,0), (0,1) die Punkte: (0,0)', (1,0)', (0,1)' 
mit den Koordinaten 

(a;' = 0, y' = 0), (^'»d, y'-r), (x'-O, y'-rf'); 

teilt man also, von diesen Punkten ausgehend, die ganze Ebene E^ 

durch äquidistante Parallelen in lauter 
kongruente Parallelogramme und be- 
zeichnet wie oben ihre Ecken durch 
(X, fiy, so ist wieder das ganzzahhge 
oittersystem (X, /i) in J? eindeutig 
auf das oittersystem in E* abgebildet^ 
und hier sind Hohe und Ghimdlinie 
eines Grundpolygones bezw. gleich d 

und d', sein Inhalt ist dd' » A, und der Neigungswinkel g> seiner Seiten 

ist durch die Gleichung 

. tg9) = | 

bestimmt. 

Auf eine dritte Erklärung der Äquivalenz ganzzahliger Systeme, 
welche in gewissem Sinne die beiden oben gegebenen als spezielle 
I^lle enthalt, wird man durch die folgende Aufgabe gefOhrt: 
Betrachtet man nicht mehr die beiden linearen Funktionen 

5 = aa? + hy, ri = a^x + Vy 

f£Lr sich, sondern bildet aus ihnen wiederum eine homogene Funktion 
mit variablen Koeffizienten 




Flg. 6. 



(6) 



B = axx^+ a'xy^+ hyx^ + Vyy\ 



§ 4. Bilineare Fonnen. 79 

BO hat dieBe die charakteristische Eigeiischaft, daCs sie homogen und 
linear ist, sowohl in Bezng anf (x, y), als auch auf (x\ y*). Aus 
diesem Grunde hat Jacobi eine solche Funktion eine bilineare Form 

genannt. Die Determinante des Eoeffizientensystemes ( | |^r) 

a',b'\ 

heUst hier die Determinante der bilinearen Form. 

Die Form JB können tnr in leicht Terstandlicher Weise durch 



Qj,)(a.,y|a.',y') 



ausdrücken; faCst man das eine Mal die mit x, y, das andere Mal die 
mit X*, y' multiplizierten Olieder zusammen, so kann sie in jeder der 
beiden Formen dargestellt werden 

B^ix'+rjy'^r^ + v'yy 
wo für die homogenen Funktionen (|, 17) bezw. (£', 17') die Gleichungen 

.^ . i--^ax + by, l'^ax'+a'y' 

^^•^ n:^a^x + Vy, V-6^' + 6'y' 

bestehen. Wir wollen x, y das erste, x\ y' das letzte Yariablenpaar 

und S^( ] jA das Eoeffizientensystem der bilinearen Form neimen. 

Ist d der groJÜste gemeinsame Teiler der vier Eoeffizienten 
(flyhj a\V)y so dals also a^da^, b^^db^, a^^^da^, b'^db^ und 
(flof Kf Kf ^0) T^hitive Primzahlen sind, so heüjst d der Teiler der 
bilinearen Form, und es ist 

B(oi^7y\^\ yl='^'So(x,y\x', y')'=d{aQXx' + a^xy' +bf^yx^ +bQxy'), 

wo Bq{x, y\x*, y') eine sogenannte primitive Form, nämlich eine 
Form ist, deren Teiler eins ist. Es soll auch d der Teiler des Systemes 

(jf ^f\ genannt werden. 

Man kann sich nun wieder die Frage vorlegen, welche Werte 
von B den ganzzahligen Bereichen von (x, y) und von {x', y') ent- 
sprechen, und hier kann man offenbar jedes der beiden Variablen- 
Systeme durch ein äquivalentes ersetzen, ohne dafs die Aufgabe und 
ihre Losung im geringsten geändert wird. 

Wir wollen daher zuerst untersuchen, wie sich die bilineare Form 
ändert, wenn man die ersten oder die zweiten Variablen linear trans- 
formiert. 
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Führt man zTmachst an Stelle yon {Xj y) die neuen Variablen (i, ti) 

durch die Sabstitution 

x^ai + ßtf 

ein, so wird das Eoeffizientensystem von |, 17 in (5a), mithin auch 
das mit ihm übereinstimmende der Form B in (6) nach den oben ge- 
machten Bemerkungen hinten mit dem Substitutionssystem komponiert; 
also geht B über in 

Ersetzt man dagegen in der ursprünglichen Form x\ y* durch die neuen 
Variablen ;', 9', welche mit ihnen durch die Transformation 

x'^a'i^' + ß^t)' 

zusammenhangen, so geht B=^x*l^ + y^ri über in 
(«'I + r'v)i' + {ß'i + 9'v) 9'« («'a + y'a')«£' + 0»'« + »'a')x^' 

+ («'6 + /6')yj' + (/»'& + *'6')»^>'- 
Jene neue Transformation entspricht also einer Substitution der $, % 
jedoch mit dem transponierten Eoeffizientensysteme 

Nach den vorher abgeleiteten Sätzen geht aber durch eine solche 

Transformation das Eoef&zientensystem (j , ,j über in das folgende 

/€c\ y\ /a, b \ 
l/}', *7 U',67' 
Es ergeben sich also die beiden Sätze: 
I. Transformiert man das erste Variablenpaar (x, y) durch eine 
lineare Transformation, so geht das Eoeffizientensystem der 
neuen Form aus dem der ursprünglichen Form durch hintere 

Eomposition mit dem Substitutionssysteme ( ' \\ hervor. 

n. Transformiert man dagegen das zweite Variablenpaar (x', y'), so 
geht das Eoeffizientensystem der neuen Form aus dem ursprüng- 
lichen durch vordere Eomposition mit dem Systeme (^/ \.A 

/ ^, j konjugiert ist. 



§ 4. Bilineare Formen. 31 

Transformiert man mm einmal die ersten Variablen x, y nnd dann die 
zweiten Variablen x\ y\ so erhält man eine neue Form B{ij\^\ %\ ^')^ 
deren Eoeffizientensystem jetzt offenbar das folgende ist 






Besitzen mm jene beiden Transformationsgleichmigen speziell ganz- 
zablige Koeffizienten^ nnd sind ihre Determinanten gleich eins, so 
entsprechen dem YoUstandigen Bereich dieses ganzzahligen Variablen- 
paares (e, t), {', ^') genau dieselben Werte der transformierten Form, 
wie sie die ursprüngliche Form fOr alle ganzzahligen Werte der Variab- 
len (x, y, x\ y') besais. Die beiden Eoef&zientensjsteme der ursprüng- 
lichen und der transformierten Form sind also für diese Aufgabe 
absolut äquivalent Da nun sowohl das erste Substitutionssystem als 
auch das zweite ein ganz beliebiges unimodulares ganzzahliges System 
ist; so kann man diese neue Aquivalenzbestimmung folgendermalsen in 
Worte fassen: 

Zwei Systeme sollen äquivalent genannt werden, wenn 
das eine dadurch in das andere übergefiihrt werden kann, dafs 
man es vom und hinten mit einem beliebigen ganzzahligen 
unimodularen Systeme komponiert 

Man kann sich nun ebenfalls die Aufgabe stellen, für ein beliebiges 
ganzzahliges System ein möglichst einfaches reduziertes aufzusuchen. 
Hierzu gelangt man entweder durch Benützung der vorhin gefondenen 
reduzierten Formen bei der vorderen und bei der hinteren Komposition, 
oder aber auf dem folgenden direkten Wege, dessen Prinzip auch auf 
das allgemeinste analoge Problem angewendet werden kann. 

Wir beweisen nämlich den folgenden Satz: 

Jedes ganzzahlige System ( | , J ist einem eindeutig be- 
stimmten „reduzierten Diagonalsystem ^' (o '/? /?) ^^v*^®^*? 
dessen erstes Element positiv und ein Teiler des letzten ist. 

Man gelangt zu diesem Systeme, indem man das erste Element a 
durch die gestatteten Elementartransformationen so klein als möglich 
zu machen sucht, ohne dais es NuU wird. Zunächst kann man 
erreichen, dafs a positiv und nicht kleiner wird, als der absolute 
Wert von jedem der anderen von Null verschiedenen Elemente; denn 
zuerst kann man durch Reihenvertauschungen unter gleichzeitiger 
Zeichenänderung einer Reihe das absolut kleinste unter den vier Ele- 
menten an die erste Stelle bringen, und falls es dann negativ sein 

Kron^oker, PotemiinanteiL q 
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sollte, sein Yorzeichen durch Eomposition mit ( a' — i) '"^^^^ 

Ist dann eines der beiden Nacbbarelemente h und c, etwa b, von Null 
verschieden, also absolut genommen ^ a, so kann man die ganze Zahl t 

so wählen, dab in dem äquivalenten Systeme Lr r/) ~ ( ? if / r) 

h^b — ta'^O und kleiner als a ist. Ist b nicht Null, so kann 
man dieses Element an die erste Stelle bringen, also das Anfang»- 
dement weiter yerkleinem, und dann in derselben Weise fortfahren. 
Da aber jedesmal a verkleinert wird, so muls man nach einer endlichen 

Anzahl von Operationen zu einem äquivalenten Systeme L' t) gelangen, 

in welchem beide Nachbarelemente b und c Null sind. Ist dann a 
noch nicht ein Teiler von d, so kann das Anfangselement noch weiter 
dadurch verkleinert werden, dals man in dem äquivalenten Systeme 

/ä, d\ /l, 1\ /ä, \ 
\0, d) \0, l) \0, d) 

das zweite Element wiederum successive auf Null reduziert. So gelangt 

man zuletzt zu einem äquivalenten Systeme [r^' j jjy ^ welchem di>0 

und ein Divisor des letzten Elementes ist, und damit zum Beweise unserer 
Behauptung. , 

Ist ako S^(j , , j ein beliebiges ganzzahliges System, so kann 

man stets zwei unimodulare Systeme E und E' finden, f£Lr die 

Geht man in dieser Gleichung zu den Determinanten über, so folgt 
(6) A«a6'-a'6-djd„ 

und aus dieser Gleichung bestimmt sich d^, sobald d^ gefunden ist. 

Ich zeige nun leicht, dals dieses reduzierte Diagonalsystem ein- 
deutig bestimmt ist, indem ich beweise, dals das erste Element d^ der 
gröUste gemeinsame Teiler der vier Elemente (a, b, a\ V), also der 
Teiler der Form und als solcher eindeutig bestimmt ist; dann gilt ja 
dasselbe auch fOr d^«— , und unsere Behauptung ist erwiesen. 

Zu diesem Zwecke beweise ich den Satz: 

Für zwei äquivalente Systeme S'^^i] , ,) und fifj = Q/ A\ 
sind die Teiler t und <| ihrer Elemente einander gleicL 
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In der Tat; sind 8 und 8^ äquiyalent, ist also E8E'=^Si oder 
ausgeschrieben 

ro C,?.)Cj.)(pJ)-C;;»!)' 

WO die beiden Eompositionssysteme E und E' links imimodnlar sind, 
so braucht man nur zu zeigen, daJs t ein Dirisor von t^ ist; denn 
wegen der Symmetrie der über S und 8^ gemachten Voraussetzung 
folgt dann auch, daCsi t^ in. t enthalten, dals ako beide Teiler identisch 
sind. Führt man aber in (7) die Komposition links aus, so sieht mau, 
dals die Elemente yon 8^ homogene lineare Funktionen der Elemente 
Yon 8 mit ganzzahligen Koeffizienten sind; ako sind alle vier Elemente 
(o^, &|, a[, &Q von 8^ durch den Teiler t Yon (a, h, a\ V) teilbar; ihr 
grölster gemeinsamer Teiler ^ ist also wirklich ein Multiplum von ty 
was zu beweisen war. , ^ 

In dem zu 8 äquivalenten reduzierten Systeme ir^^-j ,) ist aber 

der Teiler der Koeffizienten offenbar gleich d^; also ist d^ auch der 
gemeinsame Teiler yon (a, &, a\ &'), und damit ist bewiesen, dais jenes 
reduzierte System eindeutig bestimmt ist. Also ergibt sich der Satz: 

Jedes ganzzahlige System, dessen Teiler d und dessen 
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Determinante A ist, ist dem reduzierten Systeme 
äquivalent. 

Auch hier ist es leicht, die Klassenanzahl der Systeme ( | ^r) 

von gegebener Determinante A zu bestimmen, wenn man wie vorher 
alle äquivalenten Systeme in eine und dieselbe Klasse rechnet. Nach 
der obigen Bemerkung ist nämlich wieder jedes System einem und 

auch nur einem reduzierten Systeme ir^^-j ^ ) äquivalent. Die Klassen- 

anzahl stimmt also auch hier mit der Anzahl der reduzierten Systeme 
überein. 

Da nun für ein reduziertes System A=»(2{d^ ist, so erMlt man 
für eine gegebene Determinante A genau so viele verschiedene reduzierte 
Systeme, als es möglich ist, A in der Form d\ d^ darzustellen. Es sei 

wo P' das grölste in A enthaltene Quadrat bezeichnet, Q also keine 
gleichen Faktoren mehr entluAt und positiv oder negativ ist, je nach- 
dem dasselbe für A gilt; dann kann offenbar eine Gleichung 

A = P>Ö = dJ(i, 

6* 
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nur beetehen, wenn d^ ganz in P enttudien ist, denn ans ihr folgt 

bliebe ako aacb nnr eine Primzahl p im Nenner Yon ^ übrig, ohne 

sich fortznheben, so mtUbte ihr Quadrat in Q enthalten sein, was nidit 
möglich ist, weil Q keine gleichen Faktoren enthalt. Demnach ist 

\(\^d /u ^'^^'"^ ^^^ ^^^ ^'^^'^ ^^ reduziertes System der Deter* 
minante A, wenn d^ ein Teiler von P ist. 

Die Kl«8en«nzahl der Systeme QI) für eine gegebene 

Determinante A»P*Q ist hiernach genau gleich der Anzahl 
der Divisoren des quadratischen Faktors P yon A. 

Enthalt also A überhaupt keine mehr&chen Faktoren, so existiert 
nur eine einzige Klasse, deren reduziertes System (j A ist. 



Sechste Vorlesimg. 

Die Äquivalenz beliebiger Sysieme. — Systeme yon nicht yersohwindender nnd 
▼on verschwindender Determinante. — Reduzierte Systeme. — Die bilinearen 
Formen von vier Variablen mit ganzzahligen nnd mit beliebigen EoefiBzienten. — 
Äquivalente Formen. — Die kongruenten Transformationen. — Äquivalenz der 
quadratischen Formen. — Äquivalenzbedingungen för die kongruenten Trans- 
formationen. — Die Hamütonachea Quatemionen. — Die charakteristischen Eigen* 
Schäften der Determinante. 

§1. 

Viel ein£Etcher sind die Besultate, wenn man die in der Yorigen 
YorleBting gegebenen Äqnivalenzbestimmiingen nioht auf ganzzaUige^ 
sondern anf beliebige Systeme anwendet, wobei dann natürlioh die znr 
Komposition yerwandten mumodnlaren Systeme ebenfiEdls nicht mehr 
ganzzahlig za sein brauchen. , ^ 

Nennt man hier zunächst zwei Systeme ( | . ,j und ( | ^A äqni- 

Talent, wenn das eine in das andere dnrch vordere Komposition mit 
einem nnimodnlaren Systeme übergeführt werden kann, wenn also 



/«, ß\ /a, & \ /a, b \ 
V, i) W,67"V,b7 



wird, wo a, ß^ y^ d beliebige Konstanten bedeuten und 

ist, so ist hierzu wiederum notwendig, dab die Determinanten der 
Systeme gleich sind; wahrend aber bei ganzzahligen Systemen hierzu 
noch die weiteren Bedingungen hinzukamen, dals die ihnen entsprechenden 

reduzierten Systeme (* , J einander gleich sind, erkennt man hier leicht, 

dab f&r diese neue Äquivalenz die Gleichheit der Determinanten die not- 
wendige und hinreichende Bedingung wird, üeJIs A ^ ist. , 
In der Tat erkennt man unmittelbar, dab jedes System (j , ,j 

mit nicht Terschwindender Determinante A dem reduzierten Systeme 
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(n' i) Ä^^^*'®^' ^*; indem stets ein nnimodulares System ( ' ^j 
so bestimmt werden kann, dais die Gleiclmng 

\y, d) W, V) "■ VO, 1/ 
erftült ist. Komponiert man nämlich diese Gleichnng hinten mit dem 



reziproken Systeme 






-Ä' 



80 erhält man fBr das gesuchte 



System ^ ' U die Bestimmimg 

\y, i) ~ VO, 1/ 

-(-f 



b' 



'i> 



A 



und die Determinante dieses Systemes ist evident gleich eins. Genan das- 
selbe gilt natürlich auch für die hintere Komposition mit unimodnlaren 
Systemen und auch dann', wenn man yordere und hintere Komposition 
znlaisi 

Es ergibt sich also ftir den Fall einer nicht yerschwindenden 
Determinante der Satz: 

Die Gleichheit der Determinanten zweier Systeme ist die 
notwendige nnd hinreichende Bedingung dafür, dais sich jedes 
System in das andere umformen lalst, indem man es Yom 
oder hinten mit einem unimodularen Systeme komponiert. Jedes 

System ist in diesem Sinne dem reduzierten (^ ' Y) äqmyaleni 

Wegen dieser Eigenschaft der Determinante, ffir äquivalente 
Systeme denselben Wert zu haben, heilst die Determinante mit der 
von Sylvester eingeführten Bezeichnung eine Invariante für die hier 
erklarte Äquivalenz, und zwar wird sie eine charakteristische In- 
variante für diese genannt, weil sie einzig und allein für äquivalente 
Systeme denselben Wert besitzt. Denkt man sich auch jetzt wieder 
alle äquivalenten Systeme in eine Klasse vereinigt, so ist jede Klasse 

eindeutig durch ihre reduzierte (q^ V)^ oder also, was hier dasselbe 

ist, durch ihre Determinante bestimmt. Da somit jede andere In- 
variante der Klasse eine eindeutige Funktion der Determinante sein 
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müJste, 80 kann diese als einzige Liyariante der Klasse betrachtet 
werden. Ist ihr Wert bestimmt (aber wie in dieser ganzen Unter- 
snchnng als eine Yon Null yerschiedene Zahl); so können noch drei 
Elemente fOr die der Erlasse angehörigen Systeme ganz willkürlich ge- 
wählt werden (mit Ausnahme spezieller Wertsysteme, welche die 
Determinante zom Verschwinden bringen würden). Jede Klasse mit 
nicht verschwindender Determinante nmMst somit eine dreifache 
Mannigfaltigkeit von Systemen. 

Bei dieser Entwickelung wurde Yorausgesetzt, dais die Deter- 
minante des betrachteten Systemes yon NuU verschieden sei. Nur 
dann existieren ja die reziproken Systeme, durch deren Benützung die 
Systeme ineinander transformiert wurden. Nimmt man dagegen A»0 
an, so erhalt man wieder verschiedene Äquivalenzbedingungen, je nach- 
dem man nur vordere oder nur hintere oder endlich vordere und 
hintere Komposition zubist. Wir trennen daher diese Falle wieder 
und fragen zunächst: Welches sind die notwendigen und hinreichenden 

Bedingungen, damit ein System ( | «ir) atis einem anderen von ver- 
schwindender Determinante ( | , j durch vordere Komposition mit 
einem unimodularen hervorgehe, d. h. damit die Gleichung bestehe 



ß 
wo 



C;;)Cj.)-c,y' 



ist. Geht man in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren Deter- 
minanten über, so ergibt sich zunächst als notwendige Bedingung fttr 
diese Äquivalenz die, daCs auch ab'— a'6="0 ist, d.h. auch hier 
müssen beide Systeme gleiche Determinanten haben. Indessen reicht 
diese Bedingung hier nicht hin, wie die folgenden Betrachtungen 
lehren: Es werde zuerst angenommen, dajs nicht alle Elemente von 

(l , J gleich Null sind, daüs ako dieses System den Bang eins hat; dann 

kann man stets voraussetzen, daCs mindestens ein Element der ersten 
Zeile (a, &), etwa a, von Null verschieden ist, da man dies sonst durch 

vordere Komposition mit dem Yertauschungssysteme Cl* ^j stets er- 

reichen kann. Setzt man dann ^ » X;, so folgt aus der Gleichung 
a6' — a'6«=0 sofort 
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und auch hier kann man k^O voraussetzen^ da man sonst vorher 

(1 k\ 
^' j komponieren könnte. 

Soll nun 

^'^ \y, d) (td, *6)*(a',b7 

sein, so müssen die Gleichnng^n bestehen 

a{a + kß) = a, a(y + **) = a' 

es mnls also notwendig 

(1) A«l«i 

sein; d. h. fOr den Fall A « ist auch der Quotient — eine Invariante 
für die Äquivalenz dieser Systeme. 

Nun ist aber leicht zu zeigen, dals in diesem Falle auch keine 
andere Invariante existiert Wir beweisen nämlich, dals jedes System 

Q l), Mb I-X endlich ist, dem reduziertea (J' J), dagegen fOr 

X » <x>, also f&r a B 0, dem reduzierten Systeme (Y' ^j äquivalent ist 
In der Tat folgt aus der Identität ' 

(t3(45o,:.)-C:i> 

in welcher die beiden ersten Systeme links nnimodnlar sind, in dem 

a^O, A-0, l-A 
die Äquivalenz j» i i 

C,6')~(o;o)' 

Ist dagegen a » 0, also, da alsdann b^O vorausgesetzt werden kann, 
X » — » (X), so ergibt sich aus der analogen IdentiiSt 

(i::)(45c,:.)-(_!:D 

wegen A = a » die Äquivalenz 

jedes System vom Bange eins ist also einem und nur einem reduzierten 
äquivalent. 
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Ist das System endlich Tom Bange Nnll^ yersohwinden also alle 
seine Elemente, so mnls offenbar ein anderes denselben Bang haben, 
damit es diesem äquivalent seL 

Ghmz entsprechende Besnltate ergeben sich natürlich bei der hinteren 
Komposition; nur ist in diesem Falle, sobald der Bang gleich eins ist, 

der Quotient fi»— die zweite Inyariante, und die zugehörigen redu- 
zierten Systeme sind dann ( ' Yj oder (för ft = oo) Lj ' Yj- 

Sieht man endlich zwei Systeme als aquiyalent an, wenn sie 
durch Yordere und hintere Komposition mit Einheitssystemen ineinander 
übergefBhrt werden können, so besteht der einfache Satz: 

Zwei Systeme sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
sie gleiche Determinante und gleichen Bang haben. 
Dieser Satz ist nur noch fOr den Fall zu beweisen, wo A»0 
und der Bang gleich eins ist. Alsdann kann aber jedes System durch 

yordere Komposition in (' ^j oder in Cl^ . j und dieses durch hintere 

Komposition mit den Einheitssystemen 

in das reduzierte System 

\0, 0^ 
transfonniert werden, and damit ist die aufgestellte Behanptong be- 
wiesen. 

§2. 

Die wichtigste Anwendung, welche die oben eingefthrten Begriffe 
der Äquivalenz er&hren, ist die auf die Theorie der bilinearen Formen. 
Es sei wieder 

« axx^ + a'rcy' + hyx' + b'yy' 
eine beliebige Form mit den Yariablenpaaren (x, y) und (x\ y') und 
dem Koeffizientensysteme Ä] ersetzt man dann x, y und x', y' durch 
neue Variable {, t) und £', 9', vermittelst der Gleichungen 
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80 erhalt man eine neue bilineare Form 

(2a) » (X, 9 1 1\ 90 - 0^ \) (E, 9 1 1\ 90 = («) (£, 9 1 E', 90 

deren EoeffizientenBystem % aus dem ursprünglichen A dadurch her- 
vorgeht; dafs man jenes hinten mit dem Substitutionssysteme 8 und 
Yom mit dem aus T transponierten T komponiert; d. h. es ist 

(3) %^TA8, 

oder ausgeschrieben 

(»•) c,:.)-g:;öc,5.)C;J)- 

Dturch AusfOhrung dieser Eompositionsgleichungen ergeben sich 
f&r die Eoefißzienten der transformierten Form die Gleichungen 
a = «a'a + ay'a' + ya'J + yy 'J' 
b « /Ja'a + ßr'a' + da'b + dy'V 



(3b) 



a' « a^'a + ai'a' + y/J'ft + yd'h 



fi.f 



b' = /S^'a + ßd'a' + dß'h + dd'V. 
Geht man in den Gleichungen (3) oder (3 a) von den Systemen zu 
den Determinanten über, so erhält man 



a, b 
a',b' 


= 


ß',8' 


a, b 
a',b' 


a,ß 
y,d 



Betrachtet man ssunachst ganzzahlige Formen, so wird man zwei 
solche dann als äquivalent anzusehen haben, wenn die eine in die 
andere durch eine ganzzahlige Substitution übergeführt werden kann und 
umgekehrt, oder, was im wesentlichen dasselbe ist, wenn die eine in die 
andere durch ganzzahlige unimodulare Substitution übergeht. Da dasselbe 

dann auch von den EoefGzientensystemen ( ' . ,j und ( ' ^,j gilt, so 

fallt diese Äquivalenz ganzzahliger bilinearer Formen vollsi&ndig mit 
der auf S. 81 flg. behandelten Äquivalenz der Systeme zusammen, auf 
welche wir ja auch dort durch die Untersuchung der Formen ge- 
führt wurden. 

Benützt man das dort abgeleitete Resultat hier für die Formen, 
so kann man sofort die folgenden Sätze aussprechen: 

I. Jede ganzzahlige Form der nicht verschwindenden Deter- 
minante A ist einer und nur einer reduzierten Form 

äquivalent, wo A = c^d| ist 



§ 2. Bilineare Fonnen Yon Tier Variablen. 



91 



IL Ist A « P' Q; wo Q lauter ein&che Teiler enthalt, so ist die 
AnzaU der Klassen bilinearer Formen yon der Determinante A 
gleich der Anzahl der Diyisoren yon P. 

Oehen wir jetzt zu Formen mit beliebigen Koeffizienten über, so 
lehren die im § 1 gegebenen Äquiyalenzbetrachtnngen, dals falls A ^ 
ist, jede Form äquiyalent ist der Hanptform 

und zwar wird die Transformation in diese z. B. dnrch die Kom- 
poaitionsgleichnng 



et) 



K-i 



— a\ -r 



(o:?) 



geliefert; hierans geht hervor, dals jede Form in die Hanptform auch 
dadurch transformiert werden kann, data man nur ein Paar der Variablen 
transformiert, das andere ongeandert lalst 

Dies letztere ist aber nicht mehr möglich, wenn A «= ist. 
Transformiert man hier beide Yanablenpaare, so kann man jedes 

System ( f xr) niit yerschwindender Determinante anf die reduzierte 

Form \J Zj, also ancb jede Form in die Form B^^=»xa! transformieren. 

Dies ist aber nicht möglich, wenn man nnr die yordere oder nur die 
hintere Komposition zulalst. Lalst man nur yordere Komposition mit uni- 
modularen Systemen zu, oder was dasselbe ist, transformiert man in der 

Form nur das zweite Yariablenpaar {x\ y'), so sind zwei Formen f J , ,j 

und ( I «Lf) ^^^ yerschwindender Determinante dann und nur dann 

a',b' 



äquiyalent, wenn 



a, h I 

a',6'1 



»0 und zugleich 



a 



""IT — •'^ 



also b^^aJf h^^^aJ ist; und ebenso ist wegen des Yerschwindens der 
Determinanten auch 



5;^ 






oder V^a'J jmd V^clJ. Die beiden äquiyalenten Formen lassen 
sich also in diesem Falle folgendermaisen schreiben 

x'{ax + hy) + y'{a'x + Vy) = {ax' + a'y') {x + Jy) 
l\tix + by) + 9'(a'a: + b'^y) = (aj' + a' 9') {x + Jy). 



92 Sechste Yorlemiiig. 

Hier besitzen somit die zn alleii aqmyalenteii Systemen gehörigen bilinearen 
Formen einen und denselben von x, y allein abhangigen linearen Teiler, 
der sich bei einer linearen Transformation der x^, y* allein selbst- 
yerstandlich nicht ändert Schreiben wir die Form B wieder in der 
Form |a;'+ riy\ und führen wir den grölsten gemeinsamen Teiler der 
beiden Linearfftktoren | und i} ein, mit denen x^ und y' multipliziert sind, 
so ist derselbe gleich eins, wenn A ^ ist, aber gleich x + «Ty, wemi 
A Terschwindet. Wir können also die beiden für die Transformation 
der Variablen x\ y* allein erhaltenen Besnltate in den folgenden Sats 
znsammenfEMsen : 

Zwei bilineare Formen B{Xy y \ x\ y') nnd 85(a?, y | %\ \jD «üid 
dann und nur dann durch onimodnlare Transformation der 
letzten Variablen ineinander überfOhrbar, wenn sie erstens 
gleiche Determinanten haben und wenn zweitens ihre Divisoren 
fOr yariable x\ y' bezw. i\ Q' identisch sind. 

Dabei ist der triviale Fall, dals fr jA ^om Bange Nnll ist, aus- 
geschlossen. Wir sehen aber, dab der sogenannte allgemeine Fall 
einer nicht verschwindenden Determinante hier insofern als Spezialfall 
anffaritt, weil dami die Form ftlr unbestimmte x\ y' den Teiler 1 hat 

Gfanz anders gestalten sich die Besnltate, wenn wir, statt die 

beiden nnimodnlaren Substitutionen ( ' ^j und ( / ^,j fBr (x, y) und 

(x'f y') willkürlich zu lassen, Beziehungen zwischen ihnen annehmen. 
Diese Beziehungen können sehr mannigfaltiger Natur sein; wir wollen 
hier nur die besonders betrachten, wo die Substitutionen für beide 
Variablensysteme einander gleich sind; d. h. wo 






ist. 

Wir nennen jetzt abo zwei bilineare Formen 

(5) axx' + a'xy' + byx' + b'yy' und a j j' + a' jt)' + itft' + B'tjJ)' 

äquivalent, wenn die erste in die zweite durch die Transformationen 

(6.) («', y') - («; J) (j', t,'), (^, y) - Q J) (J, 9) 

übergef&hrt werden kann, deren Determinante gleich eins ist, wenn 
also zwischen den Eoeffizientensystemen die Beziehung 

w G;9Cj.)c:5)-o;.) 
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besteht Man sagt dann^ zwei solche bilineare Formen können ^^dnrch 
koi^pmente Snbstitationen^' ineinander transformiert werden. Vor allem 
erkennt man ohne weiteres, dals auch hier jene beiden Fnndamen- 
talsatze ffir die Äquivalenz bestehen, auf welche wir auf S. 72 hin- 
gewiesen hatten. 

Der grolse Vorteil, den die Anwendung der kongruenten Sub- 
stitutionen bei den bilinearen Formen darbietet, besteht darin: Setzt 
man in einer bilinearen Form die beiden Yariablenpaare einander 
gleich, d. L a;' » x^ y ' » y, so erhalt man eine neue Form 

welche in den beiden Variablen {x, y) homogen von der zweiten 
Dimension isi Eine solche Funktion wird eine quadratische Form 
genannt. Auch hier kann man zwei Formen Q und 

äquivalent nennen, wenn die eine durch eine unimodulare Transformation 
in die andere übergeht. Setzt man aber in den beiden Formen (5) 
die Variablenpaare einander gleich, so gehen sie über in Q und O^ 
und man erkennt, dafs die beiden quadratischen Formen stets äquivalent 
sein müssen, wenn die zugehörigen bilinearen Formen durch kongruente 
Transformationen ineinander übergehen sollen. Durch diese Trans- 
formationen werden also auch gleichzeitig die zu den bilinearen ge- 
hörigen quadratischen Formen ineinander transformiert. 

um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
diese Äquivalenz aufEustellen, gehen wir zuerst in der Gleichung (6) 
zu den Determinanten über, und finden da zunächst die frühere Be- 
dingung 



(6a) 



a, h 



a, b 



Indessen erkennt man leicht^ daCs für den so verengerten ÄquivalenzbegrifiF 
diese Gleichung nicht die einzige Bedingung ist. In der Tat haben wir 
für eine solche kongruente Transformation drei ganz willkürliche Kon- 
stanten zu unserer Verfügung, nämlich drei der Transformationskoefü- 
zienten (weil der vierte wegen der Bedingung a d — /J y = 1 durch 
jene drei eindeutig bestimmt .ist). Diese drei Gh-ölsen haben den vier 
Gleichungen zu genügen, welche sich aus (6) ergeben, wenn man 
dort die Kompositionen links ausführt und das so erhaltene System dem 
rechtsstehenden gleichsetzt. Diesen vier Gleichungen sind aber nur drei 
▼on ihnen äquivalent, weil nach der Voraussetzung die Determinanten 
beider Systeme einander gleich sind. Obwohl wir somit nur drei 
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Gleichimgen zur BeBtimnmng jener drei tmabhangigeii GhrölBen b&ben, 
ist ihre Anflösung im aUgemeinen nicht möglich; es mnJB in der Tat 
noch eine neue Beziehung zwischen beiden Systemen hinzukommen. 

Um dies zu zeigen, yertanschen wir sowohl in den Formen (5); 
ab auch in den Transformationsgleichungen (5 a) die Yariablenpaare 
(x, y) mit (ixf, f/) und zugleich auch die entsprechenden (;, ^) mit (;', \f)] 
dadurch erhalten wir zwar an Stelle von (5) zwei andere Formen, 
dagegen hat diese gleichzeitige Yertauschung auf die Transformatioiuh 
gleichungen (5 a) keinen Einflufs. Da es auf die Bezeichnung der 
Variablen gar nicht ankommt, so finden wir, daGs von den so ent- 
stehenden beiden Formen 

(7) ax'x + a'x'y + by'x + h'y'y und aj'j + a'j'^ + Blj'j + b'l)'9 
die erste in die zweite übergeht durch dieselben Transformationen 

Jene beiden Formenpaare unterscheiden sich von den entsprechenden 
in (5) nur dadurch, dafs ihre Eoef&zientensysteme die transponierten 
der früheren sind. Aus diesem Ghrunde nennt man sie die zu jenen kon- 
jugierten Formen. Man kann dieses Resultat also auch so aussprechen: 

Geht von zwei bilinearen Formen 
axx' + a'xy' + lyx' + Vyy' ajj' + a' j^^ + B^j' + b'9>>' 

die erste in die zweite durch eine kongruente Transformation 
über, so geht auch die erste der beiden konjugierten Formen 
durch dieselbe Transformation in die zweite über. 

Multiplizieren wir nun die konjugierten Formen (5) und (7) mit 
Unbestimmten u und t; und addieren sie, so erhalten wir zwei neue 
Formen 

a(w + "o^x^x + (&w + a^v)x^y + {a'u + hv)y'x + 6'(u + v)yy' 

welche offenbar ebenfalls und zwar für unbestimmte u, i; durch die 
unimodularen Substitutionen (5 a) ineinander übergehen. Hieraus folgt 
aber, dais ihre Determinanten fOr unbestimmte (u, v) notwendig ein- 
ander gleich sein müssen; man hat also 



a^u + bVy h\u + v) 



a{u + v), hu + a't? 
a'u + hv,V(u + v) 
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und diese äleicliimg laCst sich nach leichter ümformimg folgender- 
maben schreiben 

(9)(a6'-a'6)(« + t;)>-(a'-6)»wt;==(aB^--a'b)(w + t;)«-(a'--b)«Mt;. 

Da diese Gleichung für nnbestimmte u, v, also auch fOr jeden Wert 
Ton (tt + vy und uv bestehen mnTs, so ergeben sich als notwendige 
Bedingungen fOr diese Art der Äquivalenz bilinearer Formen die 
folgenden beiden Gleichungen 

a6' -a'ft« ab' -a'B 
^^ ^ (a'-.6)»=(a'-b)«, 

Ton denen wir die erste schon vorher abgeleitet hatten. 

Nunmehr kann man leicht zeigen^ daJs die als notwendig er- 
kamiten Bedingungen (10) auch hinreichend sind, wenigstens wenn 
man kongruente Transformationen mit der Determinante ± 1 zulaisty 
d. h. daTs die beiden GröJsen aV — a*b und {a! — b)\ oder, was dasselbe 
ist, |a' — b|, ein System charakteristischer Inyarianten fOr diese Äqui- 
valenz bilden. Wir führen diesen Beweis auch hier dadurch, daJb wir 
zeigen, wie sich jede Form in eine äquivalente Reduzierte kongruent 
transformieren laust, in der nur jene beiden Invarianten vorkommen; 
damit ist dann auch die Äquivalenz von zwei solchen Formen un- 
mittelbar dargetan, da beide derselben reduzierten äquivalent sind. 

Wenden wir nämlich auf die Form 

ax'x + bx'y + a^y*x + Vy^y 
die folgende kongruente Substitution mit der Determinante eins an 



6 «^+& 
Yäri 



X = -7=1 y=ri 



wobei aber vorausgesetzt ist, dafs a^O ist, was stets durch eine 
vor^^gige geeignete kongruente Transformation erreicht werden kann, 
so geht jene Form, wie eine leichte Bechnung lehrt, über in 

(11) II' + (^) (I V' - r 1?) - [(^) - {aV - a'b)] rj ,'. 

Die tmprüngliche Form ist denmaob in eine solche iaransformiert, 
welche nur die Koeffizienten a' —b nnd ab' — a'b enthalt. Alle 
Formen also, f&r welche diese beiden Invarianten gleich sind, fSr 
welche also 

ab'-a'b = ai'-a'i 

(^^> a'-b = a'-l 
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ist, gehören sicher in eine und dieselbe ELisse, weil sie sich durch 
kongmente nnimodulare Substitutionen in die Form (11) und demnach 
auch ineinander transformieren lassen. Jedoch ist damit noch nicht 
der Beweis erbracht, dafs schon die Bedingungen (10) fOr die Äqni- 
yalenz der beiden Formen (5) notwendig und hinreichend sind. In der 
Tat ist dies auch nur der Fall, wenn man solche kongruente Trans- 
formationen zula&t, deren Determinante nicht nur + 1, sondern auch 
— 1 ist. Sind nämlich die Bedingungen (10) erfüllt, ist also 

(13) a'-6 = «(a'-B), 

wo a ^ ± 1 ist, und transformiert man jetzt die Variablen (;, tf) und 
(E^ 90 d^^ zweiten Form durch die kongruenten Substitutionen mit 
der Determinante « =» ± 1 



V 









9= sYäri 

so geht die zweite Form, wie man sofort erkennt, in die reduzierte 

(14) |r + e!^(|,'-i?r)-[(^)'-(«6'-a'6)],V, 

d. h. nach (13) ebenfalls in die Form (11) über. 

Da aber somit beide Formen (5) durch kongruente Transformationen 
mit den Determinanten 1 und e in dieselbe reduzierte übergehen, 
so folgt leicht, dals die eine in die andere durch eine kongruente 
Transformation mit der Determinante 8 übergeht. Sind nämlich 

ul = L J , r); Ä = ( J -. ,j die Koeffizientensysteme jener beiden Formen, 

und sind E und E^ die beiden soeben betrachteten Substitutionssysteme 
mit den Determinanten 1 und «, durch welche dieselben beide in das 
reduzierte System übergehen, so ist ja 

EÄE^E^fiE^, 

und hieraus folgt durch yordere Komposition mit ET^ und hintere 
.Komposition mit E^^ 

et'^e.a.ee^'^^%, 

oder wenn man EET^ = (& setzt und beachtet, dals dann (S «^ET ^ 
ist, so erhält man die Gleichung 

und da | S| == | J^~~^|.|jEJ| » £ ist, so ist die aufgestellte Behauptung 
bewiesen. 
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§8. 
Eine interessante Anwendung der Theorie der Komposition bildet 
die sogenannte Multiplikation der Hamütonschen Qnatemionen. um 
yerein£EU3linngen bei gewissen Bechnungen zu erzielen, hatte Hamüton 
eine Art neuer imaginärer GrSlsen ia die Math^natik einzuführen 
gesucht. Wir gelangen zu diesen am einfachsten, wemi wir Systeme 
mit komplexen Elementen von der Form a + hi betrachten, wo i wie 
gewöhnlich gleich >/— 1 ist. Wir wollen im folgenden nur Systeme 
Yon der folgenden Form betrachten 

/.N /a + bi, ci + d\ / «, y\ 

^^^ \ci-d, a-bi/^y-r, ar 

wobei z. B. durch ä die zu a konjugierte komplexe Zahl bezeichnet 

wird; wir bezeichnen diese Systeme der Einfachheit wegen durch das 

Symbol 

(a, 6, c, d). 

Die Determinante eines solchen Systemes ist 

Komponiert man zwei solche Systeme (a, &, c, (2), (a', Vy c\ d') mit- 
einander in derselben Weise, wie vorher, so lalst sich, wie schon 
EUler erkaunt hat, das Resultat wieder als ein ebensolches System 
schreiben 

. /a + 6f , ei + d\ /a' + Vi, c'i + d\ /Ä + Bi, Ci + Ik 
W U-d, a-6f/ Vi-d', a'-Vi)^\Ci-D, A^Bir 

dessen Elemente die folgenden bilinearen Funktionen von den Elementen 

des Systemes Q J;J;J,) sind 

A^aa'-hV-cc'-dd;, C = ac'+ 6d'+ ca'- d6' 
^^ B'^ah'+ha'-ed' + de', B^ad'-lc' + ch'+da', 

wie mam durch AnsfBIinuig der Komposition leicht erkemit. Jene 
äleichnng kann demnach bei nnserer Bezeichnnngsweise folgender- 
mafsen geschrieben werden 

(3a) (a, 6, c, S)(fl\ &', c', d') - {A, B, C, JD), 

WO die Elemente des Kompositionsresultates durch (3) gegeben sind. 
€^t man nun in (2) yon den Systemen zu ihren Determinanten über, 
so erhalt man die merkwürdige Gleichung 

Kron«oker, DetermlTianton 7 
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Diese IdentitiLt zeigt z. B.^ wenn man alle Eonstanten als ganze Zahlen 
ansieht^ dais das Produkt zweier Summen von je vier Quadraten sich 
stets wieder als Summe von vier Quadraten darstellen laJst Hier- 
nach braucht jener berühmte von FermcU herrührende Satz^ dab sich 
jede ganze Zahl als Summe Ton vier Quadraten darstellen laust, nur 
für Primzahlen bewiesen zu werden; denn ist dieser Beweis einmal 
für alle Primzahlen erbracht, so gilt er nach (4) auch für das Pro- 
dukt Yon zwei solchen Prim&ktoren, also auch für alle zusammen- 
gesetzten Zahlen. 

Die Qleichung (4) steht nun in einer merkwürdigen Beziehung zu 
einer sehr bekannten Identität aus der Theorie der komplexen Zahlen. 
Betrachtet man nämlich das Produkt zweier Zahlen a + bi und a'-f h'i^ 
so ULfst sich auch dieses wieder ab komplexe Zahl schreiben; in der 
Tat ist ja 

(5) (a + hi) (a' + Vi) ^Ä + Bi, 
wenn 

(6) A^aa'^hV, B^aV + ba' 

ist. Setzt man in (5) — i an Stelle Ton i, so erhalt man auf beiden 
Seiten die konjugierten Zahlen, und multipliziert man dann die beiden 
so entstehenden Gleichungen miteinander, so ergibt sich die Identit&t 

(7) (a«-f&«)(a'«-|-6'«) = ^«+-B», 

mit deren Hilfe in der Arithmetik gezeigt wird, wie man das Produkt 
zweier Quadratsummen wieder als Quadratsumme darstellen kann. 

Die naheliegende Analogie zwischen den Gleichungen (4) und (7) 
einerseits und (5) und (7) anderseits führte nun Hamüton dazu, 
eine Erweiterung dieser letzten Beziehung auf die Systeme (a, b, c, d) 
zu geben. Zu diesem Zwecke setzte er 

und suchte die beiden neuen Elemente {j, Je) so zu bestimmen, dals für 
unbestimmte (a, b, c, d), (a', V, c\ d^) die Gleichung 

(9) (a + bi + cj ~ dÄ)(a'+ 6'i -f c'j - d'*) = ^ -f JB» H- Gj - Di 

besteht, wo A, Jß, C, D die in (3) angegebenen Werte haben. 

Führen wir die Multiplikation auf der linken Seite yon (9) unter 
Beibehaltung der formalen Bicchnungsregeln aus, jedoch ohne in dem 
Produkte je zweier Elemente i, j. Je die Beihenfolge der Faktoren seh 



§ 8. Die HamütoiiBcheii. Qaatemionen. 99 

yertaascliexi^ und ordnen wir dann das Besnltat nach den in Ä, B, C, D 
auftretenden Produkten, so wird dasselbe gleich 

iaa' + IV i^ + ec'j^ + dd^k^ + (aVi + laH - ed'ß - dc'ftj) 

+ (ac'j - Id'ik + ca'j - dVhi) - (ad'fc - Ic'ij - cVji + rfa'Ä). 

Hieraus folgt, dab jene Oleichiing dann und nur dann bestehen kann, 
wenn die Elemente t, j^ Tz den folgenden Gleichungen genügen 

(10) V«*, i* = *> *»«i7 

Ordnet man also die drei Elemente cyklisch in der Folge (i, j, Je) an, 
so muis das Produkt von zwei aufeinanderfolgenden gleich dem dritten 
sein, wahrend dasselbe Produkt in umgekehrter Folge dem negativen 
Werte des dritten gleich ist. 

unsere neuen Einheiten i,j, k befolgen also nicht mehr die gewöhn- 
lichen Bechnungsregebi, wonach die Reihenfolge der Faktoren bei der 
Multiplikation gleichgültig ist; und dies ist auch gar nicht zu yerwundem, 
weil wir es ja eigentlich gar nicht mit einer Multiplikation von ZahlgröisaD, 
sondern mit einer Komposition der Systeme zu tun haben, wo die 
Beihenfolge der Komposition eine wichtige Bolle spielt In der Tat 
erhalt man, indem man in (8) jedesmal den Koeffizienten Ton i, j, h 
bezw. gleich 1, 1, -* 1 und alle anderen gleich Null setzt, für i, j, h die 
Gleichungen 

'-(o:J-^-C;o)''-CrJ)' 

die in (8) rechts stehenden Elemente i^j^h sind also in Wahrheit Systeme 
mit komplexen Koeffizienten, und zwischen diesen bestehen wirklich die 
hier g^fimdenen Gleichungen (10), wenn das Einheitssystem durch 1, 

das negative Einheitssystem ( /^^ _^) durch —1 bezeichnet wird. 

Besonders werde noch der interessante Spezialfall hervorgehoben 

a'^a, 6' = -6, c' = ~c, d' d. 

Dann sind JB=«C«2) = 0, wahrend Ä==-a^ + b^+ €^+ d^ wird. Es 
ist also 

(11) {a + hi + ej - dh) (a - bi - cj + dh) « a«+ 6*+ c«+ d«; 
diese Relation, welche man aus der Kompositionsgleichung 

C;-f 6», ci + d\ / a— &♦, — ci— d\ /a*+6*+c*+d*, \ 
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leicht direkt erschlielisen kann, bildet das Analogon zu der bekaimieii 

Gleichung 

(IIa) (a + h<)(a - b%) « a«+ V. 

§ 4. 

Die charakteristiflchen Eigenschaften der Determinante eines Systemes 
Yon yier Elementen können auf yerschiedenen Wegen gefunden werden. 
Das Nächstliegende ist, dals man jene Eigenschaften aus der Natur 
der Lösungen zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten her- 
leitet, da man durch diese ja überhaupt zuerst auf die Determinanten 
gef&hrt wird. Hat man aber auf diesem oder einem anderen Wege 
emmal jene Eigenschafben gefunden, so kann man dann auch um- 
gekehrt nach Funktionen j{ l j^n der Elemente eines Systemes fragen, 

welche jene yorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, und nntersuchen, 
welche Bedingungen die Determinante selbst vollsl&ndig bestimmen, 
d. h. welches System yon Eigenschaften f&r die Determinante charakte- 
ristisch ist. 

Anf solche Bedingungen werden wir yon selbst durch die yorher 
durchgeführten üntersuchnngen über die Äqxiiyalenz yon Systemen 
nnd ihre Inyarianten hingeführt. So wurde z. B. schon früher gezeigt, 
dals eine Funktion der yier Gröfsen eines komponierten Systemes 

( I , J ( ' ^j, welche für die Reihenfolge der Komposition eine In- 

yariante ist, notwendig eine Funktion der Determinante jener yier 
Gh*oisen sein mufs. Soll aber jene Funktion die Determinante selbst 
werden, so müssen noch weitere Forderungen hinzugefügt werden, und 
diese sind nunmehr aufrusuchen. 

Ähnlich kann man zu charakteristischen Bedingungen für die 
Determinante gelangen, wenn man beachtet, dals dieselbe die einzige 
Inyariante des Systemes für die yordere oder für die hintere Kom- 
position mit unimodularen Systemen ist. Wir zeigten nun, dals jedes 
System, also auch ein unimodulares, als Kompositionsresultat aus einer 
Reihe yon Systemen 

dargestellt werden kann, yon denen die beiden ersten selbst unimodular 
sind; wir brauchen daher nur zu bestimmen, wie sich «^( r xr) ^^^ 
yorderer Komposition mit jedem dieser drei Elementarsysteme ändert^ 
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um seine Ändenmg bei der Komposition mit jedem beliebigen Systeme 
zu erbalten. Da die beiden ersten Systeme nnimodnlar sind^ so werden 
wir Toranssetzen müssen, dalii J bei der Komposition mit diesen nn- 

geändert bleibt Wir snchen daher znnachst eine Fuiktion ^\\ ^ 

der yier Elemente eines Systemes, welche ihren Wert nicht ändert^ 
wenn das System yom mit einem dieser beiden Elementarsysteme kom- 
poniert wird, für welche also die beiden Gleichungen bestehen 

<') 'Cj.)-'r:;-r) 

diese beiden Bedingungen mnis jene Funktion notwendig erftUlen, 
wenn sie die Determinante sein solL ^ 

Die Komposition mit dem dritten Elementarsysteme rJ Yj wird 

jene Funktion aber yerandem, weil seine Determinante ja nicht Eins 
ifli Wir wollen die dritte Bedingung stellen, dab fOr diese Komposition 

w •'(6; ?)Cj.))-'e'.r»V •«<;'.) 

sein soll, wo 6(p) eine analytische Funktion Yon f sein solL Eine 
Eigenschaft dieser Funktion können wir sofort angeben. Aus der 
Identität /v n. a. 

VO, V \0, 1/ \ 0, 1/ 
folgt nämlich 

% X; X' '.))-«•(»)<!'■) -'(Co? ?)Cj.)) 

also mufii jene analytische Funktion notwendig so bescha£Een sein, dais 

(3a) e(p)e(2)-eGp«) 

ist Femer muis 

(3b) e(i)-i 

sein, da das System \_\ , , j durch Komposition mit r^ Yj fElr |> » 1 

keine Änderung erleidet. 

Den beiden Bedingungen (8a) und (3b) genügt die Funktion 
0{p)^tf*j wenn a ein beliebig aber fest gegebener Exponent ist. Gleich- 
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zeitig erwähne ich, dab^ wie in der Fnnktioneniheorie gezeigt wird*), 
die Funktion p^ die aUgemeinate ist, welcher diese beiden Eigenschaften 
zukommen. Wir können und wollen daher 6 (p) dnrch p** ersetzen. 
Nun faoden wir auf S. 52 fttr jedes System mit Ton Null ver- 
schiedaier Determinante folgende Dekomposition 

w C, '.) - (o; ö (J; D (?; "J) (J; ö (?; "S (J; D (J; ?)- 

WO Uy ß, y bestimmte und fELr a'^ endliche Zahlen sind; ist a^sOi 
so war bei dieser Darstellung eine unwesentliche YeriLnderung an- 
zubringen. Beachtet man nun, dab jedes der Systeme (^^ ^ j in das 

^ ' j zerlegt werden kann und setzt den 

dann aus (4) sich ergebenden Ausdruck f&r \\ , ,j in J ein, so 
folgt ans der Voraussetzung des Bestehens der Gleichungen (1), (2), (3) 
fBr die gesuchte Funktion J\\ , J die folgende Darstellung 

und mit Beräcksichtigung der Eigenschaft (3a) der Funktion 6 erhalt 
man schliefslich 

Den konstanten Faktor J \J !jj, welcher notwendig Ton Null yer- 

schieden sein muls, wenn die Funktion J nicht identisch Null sein soll, 
wollen wir gleich Eins annehmen, ako 

(40) j(^)~j(J;J)-i 

setzen. Wahlen wir endlich noch den Exponenten a in (4a) gleich 
Eins, so ergibt sich 



•^c;-) 



Wir haben also das Resultat: 



*) YergL s.B. Bifrmaitm^ Theorie der analytischen Funktionen, S.889flg. 



(I) 
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Die einzige Funktion von vier Elementen J f | , ,k fiDr 
welche ' 

und anlserdem t7'(^' i) "^ ^ ^^ ^ ^® Determinante des 

Systemes. Durch die drei Gleichungen (6) allein ist also die 
Determinante bis auf eine mnltiplikatiye Eonstante bestimmt. 

Offenbar waren wir auf demselben Wege eben&Ils zor Determinante 
gelangt^ wenn wir die gleichen Bestimmongen ffir die hintere Kom- 
position mit Elementarsystemen getroffen hatten. Den entsprechen- 
den Satz können wir folgendermalsen aussprechen: 






Eine Funktion ^(j ^,k fOr welche 



(m 



3Cj.)-3e!::.)-3C,:.:..)-i3Q,:,) 



nnd anlserdem 



<?)- 



ist, ist notwendig mit der Determinante identisch. 

Jedes dieser beiden Resultate kann man zu einem einfachen neuen 
Beweise des Multiplikationstheoremes benutzen. Es ist die Funktion 

j( I ^^^aV—a!h durch die Bedingungen (6) eindeutig bestimmt 

Suchen wir nun ihren Wert f&r ein komponiertes System 

/a, 6\ /i, |A\ /ai + 6X', a/*-f6/t\ 
\a\ V) U', /*7 ^ \a!X + VX\ aV + 6>7' 

Wir wollen den Wert Ton J fOr dieses Eompositionssystem, als Funktion 
Yon {\ jA allein betrachtet; gleich jf | -,j setzen, imd die Eigen- 
schaften Ton 

j/a, l\ j/al + bX', an + hn\ 

au&uchen. Dann ist nach (6) offenbar 
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und ebenso findet man für J \\ , ,j die fibrigen charakteiiBtiBcheii 
Gleichungen (6), so dab man erhalt 

DaranB ergibt sich nach dem oben ansgesprochenen Satze (I) 

^Cj.)-^^(J;?)-K(J; !)&,;.)) 

wemi Xyi ^iiyb^^tl gesetzt wird, nnd damit ist der Mnltiplikatioiu- 
Batz bewiesen. 



Siebente Vorlesung, 

Detenninanten und Systeme von nenn Elementen. — AnflOsnng von drei linearen 
Gleiehmigen mit drei unbekannten. — Darstellnng ihrer Lösung dnrch Deter- 
minantenquotienten. — Die Ghrondeigenschaften der Detenninanten dritter 

Ordnxmg. 



§1. 

Wir gehen nun zur TJntenmcliüng eines Systemes Ton drei linearen 
Oleidrangen mit drei unbekannten über; hierdnrch werden wir dann 
Ton selbst anf die Bildnng nnd die Eigenschaften der Determinanten 
Ton nenn Elementen hingefBhrt werden. 

Es seien also die drei Gleichungen gegeben 



(1) 



f «asc + Jy + cjer + d —0 
f - a"« + 6"» + c"« + (i"- 0, 



wo die zwSlf Koeffizienten -wiedenun röllig oubestimmte GrSisen sind, 

mid wir stellen am die Au^be, am Urnen die unbekannten x, y, e 

za bestimmen. 

Die gewSbnliche Anfldsongsmethode besteht nnn darin, dals man 

•US je zwei von diesen Oleiohnngen eine Unbekannte, etwa e, eliminiert; 

dadurch erhält man zwei lineare Gleidumgen fOr x und y allein, deren 

AnflSsong wir dann direkt hinznschreiben imstande sind. Zn diesem 

Zwecke bilden wir ans den linken Seiten von (1) die beiden folgenden 

Fnnktionen 

fe'-fe und fc"-f"c, 



in denen die Koeffizienten Ton e offenbar gleidi Null sind. Diese 
nenen Gleichungen kSnnan folgendemuüben geschrieben werden 

b,V d,d' 

e, e ^^ c, e 

6,6" ^ d,d" 



(2) 



fd-fc^ 



fe'-f«e~ 



a, <s 
e, <i 



e, c" 



« + 



» + 



c, <j" 



y + 



-ii'« + B'y+D' 



.^"x + B"y+D"=.0; 
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ihre Koeffizienten 

(^*) (a", B\ D") 

sind also leicht zu bildende Determinanten zweiter Ordnung ans dea 
ursprünglichen Gleichungskoeffizienten. 

Löst man nim diese beiden Gleichungen nach x und y auf, so 
ergibt sich nach dem Satze (7 b) auf S. 16 



(3) 

oder also 
(8a) 


a;:y:l=- 


5', D' 
B", D' 

b;d' 


• 

f • 


D', A' 
D",A" 

1^ 


A', B' 

' A",B" ' 


X — - 


Ä',B' 


' » - 1 A', B' 1 



Auf ähnliche Weise konnte man etwa durch Elimination Yon x eine 
entsprechende Proportion für yiBil erhalten und aus ihr i9 finden, 
oder auch diese letzte unbekannte mit Hilfe einer der ursprünglichen 
Gleichungen berechnen. 

Die Gleichungen (3 a) lehren uns nun, dals sich auch hier x und y 
als Quotienten Ton je zwei ganzen ganzzahligen Funktionen darstellen 
lassen, deren Zähler und Nenner diejenigen Determinanten zweiter 
Ordnung sind, welche sich aus dem Eoeffizientensysteme (2 a) bilden 
lassen, und welche in Bezug auf die Koeffizienten der ursprünglichen 
Gleichungen yon der yierten Dimension sind. 

Es ist unnötig, diese Funktionen wirklich auszurechnen, da wir 
die gesuchten Werte der Unbekannten sofort auf einem yiel natnr- 
gen^Kseren und übersichtlicheren Wege finden werden. Der hier be- 
tretene Weg ist nämlich deshalb fOr die Erkenntnis der Form und 
der Eigenschaften jener Funktionen sehr wenig geeignet, weil alle drei 
Determinanten in der Proportion (3) infolge der Unyollkommenheit 
und TJnsymmetrie der angewandten Methode mit einem und demselben 
überflüssigen Faktor behaftet sind, welcher sich von selbst forÜhebt. 
Wir erhalten also auf diesem Wege nicht die Werte der unbekannten 
in ihrer reduzierten Form, sondern müssen zu dieser erst durch Weg- 
heben der gemeinsamen Faktoren zu gelangen suchen. 

Durch die Auswertung jener drei Determinanten würde man sich 
direkt überzeugen können, dab die drei Determinanten | JB', D' |, | D', A^ \ 
und { A\ B^ I in der Tat sämtlich den Faktor c enihalten. Leichter 
gelangt man zu diesem Ziele durch den Nachweis, dals jene Deter- 
minanten ffir e s sämtlich yerschwinden. Dies folgt unmittelbar daraus, 
dals sich für c =» die beiden Gleichungen (2) auf /c' « und /"c" «= 
reduzieren, d. h. dals sie sich alsdann nur durch den konstanten 
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Faktor -^ Tinterscheiden. Ist das aber der Fall, so mnls nach dem 

auf S. 20 bewiesenen Satze ihr EOeffizientensystem (2 a) vom Bange 
Eins sein, d.h. die drei ans ihm gebildeten Determinanten \B\ D'\, 
\D\A'\, \Ä\B'\ müssen für o»0 notwendig yerschwinden; nnd 
hierdnrdi ist jener Beweis erbracht 

Ans der soeben gegebenen Darlegung folgt nim sofort, dals bei 
dieser Art der Anf ISsnng die Ausdrücke für die Zahler nnd Nenner 
der Unbekannten stets einen solchen überflüssigen gemeinsamen Teiler 
enthalten müssen. Abgesehen also Yon der ünsymmetrie dieses Yer- 
&hxens, welches in der Beyorzngnng einer unbekannten ror den 
beiden anderen liegt, liefert dasselbe niemals die reduzierten Aus- 
drücke für die Zahler und Nenner der Unbekannten und kann deshalb 
f&r unseren Zweck, die Erforschung der Eigenschaften jener einfachsten 
Ausdrücke nicht als geeignet angesehen werden. 



§2. 

Ein Yerfohren, welches Ton den soeben hervorgehobenen Iföngeln 
TöUig frei ist, finden wir, wenn wir, ahnlich wie im § 1 der zweiten 
Vorlesung unsere Aufgabe folgendermaJben aussprechen: 

Welche Beschrankung wird der Veränderlichkeit der drei 
Variablen x, y, e durch die Forderung auferlegt, dals die drei 
linearen Funktionen derselben 

f ^a x-^h y + e + d 
(1) f^a'x + Vy + ez + d' 

r^d'x + V'y + d'z + d'' 

den Wert Null haben sollen? 

Auch hier wollen wir yersuchen, das System (/*, f\ f") durch ein 
anderes (JP, JP", JF") zu ersetzen, durch welches die Variabilität von 
{x, y, 0) in gleicher Weise beschrankt vrird, und welches im Gegen- 
sätze zu dem ersten von möglichst einfEMsher Form ist. 

Bildet man die drei homogenen linearen Funktionen Yon (fff^f) 

(2) F'-^af+g[f+^'r 

wo die neuen Substitutionskoeffizienten 
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P, y. P" 

(2a) a, g', a" 

r, f», f" 

ganz beliebige Eonstuiteii sind, so wird o£Fenbar jedes Wertsystem 
{Xf y, g), welches die Funktionen (f, f, f") zum Verschwinden bringt» 
auch (F, F\ F'') zu Null machen. Man kann also sagen, dab dar 
durch (f^O, ^ = 0, /'"=-0) bestimmte Bereich der drei Variablen 
X, y, z sicher ein Teil des durch das abgeleitete Oleichungssystem 
(F=0, JF' = 0, F"— 0) bestimmten ist. Hingegen würde in jedem 
einzelnen Falle noch der Nachweis zu fahren sein, dafis auch um- 
gekehrt jede Lösung des abgeleiteten Gleichungssystemes (JP»0, jP'arO| 
F"-0) auch das ursprüngliche (f^Q, f «0, T-O) befriedigt 
Erst dann kann man sagen, dais beide Systeme die Variabilität Ton 
{x^ y, d) in gleicher Weise beschranken, d. h. dals in diesem Sinne 
die beiden Systeme (/; f, f) und (F, F\ F'^ aquiTalent sind. Dieser 
Beweis wird in dem hier zu betrachtenden Falle sehr leicht sa 
führen sein. 

Wir wollen nun die bis jetzt ganz willkürlich angenommenen 
neun Substitutionskoeffizienten (2a) so zu bestimmen suchen, dals das 
abgeleitete System (Fy F\ F") Yon möglichst ein&cher Gestalt wird, 
dals nämlich F nur die eine Variable x, F' nur y und F** nur i 
enthalt. Ein solches System linearer Funktionen wollen wir auch hier 
ein reduziertes nennen. Kann man das ursprüngliche System durch 
ein äquivalentes reduziertes ersetzen, so findet man die zugehörigen 
Werte von x, y, a unmittelbar durch die Auflösung Ton diesen drei 
Gleichungen mit je einer unbekannten. 

Damit nun die erste abgeleitete Funktion F nur x enthalte, 
müssen die drei Eonstanten (p^p^ff) so bestimmt werden, dab die 
Ausdrücke 

ph+p'V + p''V' und pc+^(f+p"€f' 

yerschwinden, welche in F die Koeffizienten yon y und sind; und 
ganz entsprechende Bedingungen für (g, g[, g[^ imd (r, r', r") erhalt 
man aus der Forderung, dals JP' und 1^" bezw. nur y und nur ent- 
halten sollen. 

Es ergeben sich also für die Substitutionskoeffizienten (2a) die 
folgenden drei Systeme yon je zwei Gleichungen 

ph+p'V + pn''^Q, gc + ä'c'+j'V'-O, ra + r'a' + r'V-O 
(3) 
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Diesen Gleichimgen wird nach S. 23 (5) identisch genügt^ wenn 
wir für die nenn Substitntionskoe£ßzienten die folgenden Werte etzen 



(4) 



6', 6" 


, i/= 


V, b 

d', e 


, 1,"- 


6, 6' 
e, d 


d, c" 


, i^ 


d', e 
al',a 


, 2"- 


e, d 






r' = 



V\ b 



r": 



a, a 
h, V 



Man erkennt sofort, daCsi in diesem Systeme die Elemente einer Zeile 
dnrch cyUische Yertauschnng der oberen Indizes, dagegen die Elemente 
einer Kolonne dnrch cyklische Permntation der Bnchstaben a, h, c aus- 
einander hervorgehen. 

Gibt man den Koeffizienten py p\ p" die in (4) gefundenen Werte, 
so geht die abgeleitete Gleichung F^d über in 

F^(ap + a!p' + al'^') x + (dp + d'p' + d''p") = 0, 

und entsprechende Gleichungen erhalt man fOr F* und F". Aus ihnen 
ergeben sich f£Lr die unbekannten x, y, e die Werte 

_ dp+d'^-\-d"^' _ d\V,V' J{-d'\V\h\'\'d**\h,V\ 



(&) 



ajp+ay + aV' 
dq-\-d'4-\-d*'4' 

ejr + dV + d'V 



a\V,V' +a' |ft",&i+af' \h,V\ 
d\d,e'\-\-d^\d\c\-\-d"\e,i^\ 
6|c',c"| + ft'|c",c|+6"|c,C| 



= — 



crArdf' -\-d'f'' 



TZn 



d\a\af'\ + d'\a'\a 



c|a',a"| + c' |a",a 



+ d"\a,a'\ 



+ c"|a,a'| 



Was zunächst die Nenner jener drei Brüche anbetrifft, so erkennt 
man ohne weiteres, dafs sie drei ganze Funktionen yon den neim 
Koeffizienten 

ra, h, c ] 



(6) 



6', c' 



allein, d. h. yon d, d\ d" unabhängig sind, und dafs der zweite imd 
dritte ans dem ersten hervorgeht, indem man die Buchstaben (a, b, c) 
cyklisch permutieri Bezeichnet man also den ersten Nenner mit 
9(a, b, c), wo zur Abkürzung nur die erste Zeile des Koeffizienten- 
systemes (6) hingeschrieben ist, so können jene drei Nenner folgender- 
mafsen geschrieben werden 

®(a, 6, e), 0(b, c, a), 0(c, a, b). 

Der Zahler von x unterscheidet sich von seinem Nenner nur 
dadurch, dals (a, a', a'^) durch (d, d\ d") ersetzt ist, und das Ent- 
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sprechende gilt von den beiden Zahlern yon y und 0. Bei derselben 
BezeichnmigBweise können diese also in der Form 

»(d, b, c), 0(dy c, a), ©(d, a, 6) 

geschrieben werden. 

Die YoUstandige literale Aufldsnng der drei Gleichungen 

^^=0, F'^0, JP"==0 
ist also die folgende 

9{d,b,c) S(d,c,a) e(d, g, b) 

WO unter 9(a, h^ c) die folgende homogene Funktion der dritteD 
Dimension von den nenn Elementen (6) yerstanden ist 



(7) »{a,h,c)^a 



V, 6" 



+ a' 






+ a" 



6, V 



Alle drei Unbekannte sind also Quotienten je zweier homogenen 
Funktionen der dritten Dimension, jedoch sind Zahler und Nemiflr 
immer dieselben Funktionen 9; aber yon yerschiedenen Elementen. 

ra, 6, c \ 
Die in (7) aufgestellte Funktion der neun Elemente a\ Vy c^ L 

U", 6", c") 
welche uns so durch die Auflösung eines Gleichungssjstemes geliefert 
wird, wollen wir hier die Determinante jenes Eoeffizienten- 
systemes nennen und sie durch 

a, hy c 

a\ Vy c' 

oder, wo keine Verwechselung zu befOrchten ist, auch durch 

I a, 6, c I 

bezeichnen. Da sie aus drei Zeilen und Kolonnen besteht, so wird sie 
eine Determinante der dritten Ordnung genannt. 



§3. 

Die im yorigen Abschnitte als Determinante bezeichnete Funktion 
kann in sehr einfacher Weise aus ihrem Eoeffizientensysteme gebildet 
werden. Zu diesem Zwecke schreibe man hinter die dritte Yertikal- 
reihe desselben noch einmal die erste und zweite und multipliziere 
in dem so entstehenden Systeme 
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a V C d V 

jedesmal die in einer Diagonale stehenden Elemente miteinander. Da- 
durch erhalt man zwei Systeme Ton je drei Produkten 

{aVc'\ Ua'\ ca!V) tind (a"6'c, 6"c'a, c''a!l\ 

welche den beiden Bichtnngen der Diagonalen entsprechen. Ans dem 
Ansdrack (7) ftlr die Determinante ergibt sich dann^ dals man die 
Determinante erhält, wenn man von der Summe der drei ersten Pro- 
dukte die Summe der letzten abzieht. Doch mufs gleich darauf hin- 
gewiesen werden, dals diese Methode der Auswertung auf die Deter- 
minanten der dritten Ordnung beschrankt ist. 

Die Determinante ist, wie man aus ihrem Ausdruck in (7) des 
Torigen Abschnittes erkennt, eine ganze Funktion ihrer neun Argumente 
Yon der dritten Dimension, welche in Bezug auf die Elemente einer jeden 
Zeile und auch einer jeden Kolonne homogen imd linear ist. Ordnet 
man dieselbe nämlich einmal nach den Elementen (a, &, c) der ersten 
Zeile, das andere Mal nach denjenigen (a, a\ a'') der ersten Kolonne, 
so erhalt man die beiden Darstellungen 



(1) 



|a,6,c|=.a 





+ 6 


c", o" 


+ c 


a", b" 


6", c" 


+«' 


6", c" 
h, e 


+ a" 


b, e 
V, d 



und entsprechende Darstellungen würde man für die Entwickelung 
derselben nach einer der vier anderen Reihen erhalten. 

Diese Darstellungen kann man nun benützen, um sofort einige 
wichtige Eigenschaften der Determinante abzuleiten, und mit ihrer 
Hilfe die im vorigen Abschnitte gefundene Lösung 



(2) 



aj = 









\d,a,l 



\c, a,h 



des abgeleiteten Gleichungssystemes {F=0^ J?" = 0, jP" = 0) wesent- 
lich zu vereinfachen. 

Zunächst zeigt man, dab die drei Nenner von (o?, y, is) mitein- 
ander identisch sind; denn aus der ersten Darstellung der Determinante 
in (1) geht hervor, dafs sie unverändert bleibt, wenn man die Buch- 
staben (a, &, c) cyklisch permutiert, weil dadurch nur ihre drei Sum- 
manden miteinander vertauscht werden; es ist also 

|a, 6, c|=-|fe, c, a| = |c, a, &|. 
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Ebenso folgt, was hier beiläufig bemerkt werden mag, ans der zweiten 
Darstellimg der Determinante ihre ünTeranderlidbkeit bei einer oykÜBdiea 
Permutation der drei oberen Indizes, Vertauscht man auch in den 
Zahlerdeterminanten die Buchstaben entsprechend, so kann man die 
Werte Yon (o?, y, 0) auch folgendermalsen schreiben 

Vertauscht man die entsprechenden Elemente zweier Vertikalreihen 
oder zweier Horizontalreihen miteinander, so ändert die Determi- 
nante nur ihr Vorzeichen, nicht aber ihren absoluten Wert Für 
die Vertauschung der beiden letzten Vertikalreihen, d. h. fBr die 
Permutation der Elemente (&, V, b") mit (c, c', c^^ erhellt dies sofort 
aus der zweiten Darstellung in (1), weil alsdauTi alle drei dort auf- 
tretenden Determinanten zweiter Ordnung nur ihr Vorzeichen ändern, 
und das gleiche ergibt sich aus der ersten Darstellung fOr die Ver- 
tauschung der beiden letzten Horizontalreihen. Dasselbe würde sich 
aus den entsprechenden anderen Entwickelungen der Determinante fBr 
die Vertauschung yon zwei beliebigen Zeilen oder von zwei Kolonnen 
ergeben. Man hat also den Satz: 

Die Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man 
die Elemente yon zwei beliebigen Parallelreihen miteinander 
yertauscht 

Infolge dieser Eigenschaft kann man nun der Lösung (2 a) unseres 
Gleichungssystemes eine Form geben, welche der für zwei Gleichungen 
mit zwei Unbekannten gefondenen yoUig analog ist. Da nämlich 

|d, 6, c| = |&, c, d|, |a, d, c| = - |c, d, a|, |a, 6, rf| = |d, a, 6| 

ist, so lälst sich die Losung unseres Gleichungssystemes folgender- 
mafsen als eine fortlaufende Proportion schreiben 

(2b) aj:y:;ef:l = — 1&, c, d\\\Cy d, a|: — |d, a, 6|:|a, 6, c|. 

Auch hier sind die yier Determinanten, die auf der rechten Seite 
dieser Gleichung auftreten, die einzigen ihrem absoluten Werte nach 
yerschiedenen, welche aus dem EoefGzientensysteme oder der Matrix 

a, hy c, d 
(3) a', V, c\ d' 

der drei linearen Funktionen (/*, f\ f") durch Weglassung je einer 
Kolonne gebildet werden können; und auch hier sind ihre Vertikal- 
reihen so angeordnet, dafis die yier Determinanten aus der ersten durch 



§ 8. Die GnmdeigeDschaften der Detenoinanten dritter Ordnung. HS 



cyklische YertaiiBcliimg der Buchstaben (a^ b, Cy d) hervorgehexL Nennt 
man also die Determinante 1 6, c^ d |; deren Elemente ans dem Systeme (3) 
durch Weglassimg der Eoe£ßzienten yon x erhalten werden^ die x ent- 
sprechende Determinante und bezeichnet analog die drei anderen als 
beziehlich yy ßj 1 entsprechend, so kann man das soeben gefundene 
Resultat folgendermalsen aussprechen: 

Es verhalt sich x\y\z\\ wie die Tier entsprechenden 
Determinanten des Systemes (3), aber mit abwechselnden Vor- 
zeichen. 

Aus den Entwickelungen des yorigen Abschnittes ging bis jetzt 
nur hervor, dab durch die Gleichung (2 b) die Lösung des ab- 
geleiteten Gleichungssystemes (^" = 0, jF" = 0, JF"=:0) bestimmt ist; 
wir hatten aber bereits erkannt, dalÜB das ursprüngliche System 
(^«=0, /"'«O; /*"=0) jedenfalls keine andere Lösung haben kann. 
Besitzt dasselbe also Überhaupt eine Losung, so muls es die hier ge- 
fundene sein, um nun zu zeigen, dais durch die in (2 b) gefundenen 
Werte 



X- 



|a,6,c|' y |a,6,c|' ^^' 



ja, &, cj 



jene Gleichungen erfOUt werden, setzen wir diese Werte in dieselben 
ein; multiplizieren wir dann noch mit dem gemeinsamen Nenner | a, &, c |, 
BO ergeben sich die folgenden drei Gleichungen 



(4) -a' 



h, c, d 


b 


c, d, a 


e 


d, a, h 


d 


o, b, e 


V, e, d' 


+v 


e, d', a' 


-e 


d', «', V 


+ d' 


o', V, e 


w, e\ d" 


v 


c", d", o" 


e' 


d", o", ft" 


d" 


a",&",«" 



=0, 



wo durch die Schreibweise angedeutet werden soll, dals jene Glei- 
chung für jedes der drei Eoef&zientensysteme (a, &, c, d), (a^, &', c', d'), 
(a", }i\ 6\ d") gilt. Yon der Gültigkeit dieser IdentitiLten kann man 
sich zwar auch durch Ausrechnung überzeugen, jedoch folgt sie auch 
niunittelbar aus den obigen Determinanteneigenschaften. Ist sie zu- 
nächst für das erste Eoeffizientensystem (a, b, c, d) bewiesen, so gilt 
sie auch für das zweite und dritte; denn wenn die Indizes cyklisch 
Tertauscht werden, so bleiben die vier Determinanten ungeandert, 
wahrend die vier Koeffizienten (a, b, e, d) in (a!, V, d, d*) übergehen. 
Betrachtet man abo nur die erste Gleichung 

(5) — a I &, c, <i I -t- & i c, <i, a I — c I d, a, 6 1 -f d I a, 6, c I = 0, 

so ist ihre linke Seite in den vier Elementen (a, b, e, d) offenbar 
homogen von der zweiten Dimension; betrachtet man nun nur die- 

Kxoneoker, I)etennin»nt«n. 3 
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jenigen Glieder, welche je zwei dieser Elemente enÜudten, etwa a und h, 
80 heben sich diese gegenseitig fort; setzt man nämlich c » d » 0, so 
geht jene Gleichung über in 

b, 0, 0, 0, a 

-a V, c*, d' +b e, d\ d =0, 
V\ d\ d" c", d", a" 

und ein Gleiches gilt für alle Teile des Ausdruckes (5). 
Es ergibt sich also der Satz: 

Die drei linearen Gleichungen 

f =aa? + 6 y + c + d —0 
f'^a'x + Vy + c'0 + d'^O 
f'^d'x + V'y + c"0 + d"^O 

besitzen für imbestimmte Werte der Koeffizienten eine und 
nur eine Auflosung, welche durch die Gleichung 

x:y:0:l => — \b, c, d\:\e, d, a|: — |c?, a, 6|:|a, 6, c| 

gegeben ist; und zwar sind die Ausdrücke auf der rechten 
Seite die beziehlich x, y, e, 1 entsprechenden Determinanten 
dritter Ordnung, welche aus dem Eoeffizientensysteme der drei 
Funktionen (f, f, f) gebildet werden können, mit abwechsehi- 
den Vorzeichen. 



Achte Vorlesung. 

Herleitong der Eigenschaften der Determinanten dritter Ordnung ana dem Charakter 
der Lösung dreier linearer Gleichungen. — Eindeutigkeit der Lösung. — Unter- 
suchung der Nenner in jener Lösung. — Die Beziehung der Zähler in der 
Lösung zu ihrem gemeinsamen Nenner 9(a, 6, c). — Die Fundamentaleigen- 
schaften der Funktion 0(0^ &, c) — Beweis des Multiplikationstheoremes für die 
Fonktion 9(a, &, c). — Anderer Beweis desselben Theoremes. — Die Funktion 
0{a,b^ e) ist mit der Determinante | a, &, e { identisch. 

§ 1. 
Dnrcli die Auflösung der drei linearen Gleichungen 
f ^a x + b y + c0 + d =0 
(1) /"«a'aj-f 6'y + (/i?+/«0 

waren wir von selbst auf die Determinanten dritter Ordnung geführt 
worden^ weil sich x, y und e als Determinantenquotienten ergaben. 
Wir fanden dann die Grundeigenschaften dieser Gebilde im wesenir 
lichen durch eine direkte Ausrechnung; also auf einem Wege, welcher 
uns bei dem Falle von n Gleichungen yerschlossen ist. Da sich aber 
bei der Auflösung der Gleichungen (1) x, y und e als Quotienten von 
Determinanten ergaben^ so müssen wir die charakteristischen Eigen- 
schaften der Determinaten finden, wenn wir die Losung jener drei 
Gleichungen betrachten. 

Für den allgemeinen Fall von n Gleichungen mit n Unbekannten, 
wo uns die direkte Methode der Ausrechnung nicht mehr zu Gebote 
steht, ist es nun yon groJBer Wichtigkeit, die yorher gefundenen 
Eigenschaften der Lösung direkt aus der Natur der Aufgabe, nicht 
aus der yon uns befolgten Methode der Auflösung zu erschlielsen, und 
wir wollen diese Untersuchungen deshalb schon hier durchfahren, weil 
sie mit denen für den allgemeinen Fall im wesentlichen identisch sind, 
hier aber leicht auf rechnendem Wege yerifiziert werden können. 

Wir wollen daher über die Lösung der Gleichungen (1) nur 
den folgenden Satz yoraussetzen, welcher sich schon aus den elemen- 
taren Betrachtungen des § 1 der yorigen Vorlesung, nämlich aus der 
succeasiyen Elimination yon z und yon y aus (1) unmittelbar ergibt; 

8* 
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Sind die zwölf Koefißzienten (a, b, c, d) der linearen 
Qleichnngen (1) unbestimmte Chröisen; so besitzen diese 
mindestens eine Losung^ in welcher x, y und e rationale Fimk- 
tionen jener Koeffizienten sind. 

Oder was dasselbe ist: 

Es gibt drei rationale Funktionen Ton (a^ hy c, d,., .), 
welche fOr x, y, in die Gleichungen (1) eingesetzt, diese 
identisch befriedigen. 

Um uns aber Yon den vorher durchgeführten Betrachtungen über 
die Determinanten zweiter Ordnung unabhängig zu machen, wollen 
wir weiter in unsere Voraussetzungen aufnehmen, dais auch zwei 
lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten mindestens eine und zwar 
eine rationale Lösung besitzen, sobald ihre Koeffizienten unbestimmt 
sind; und wir wollen jetzt aus diesen fast selbstverständlichen Sätzen 
alle Eigenschaften der Lösung von (1) allein durch sorgfaltige Unter- 
suchung jener Gleichungen herleiten. 

• §2. 

Wir machen also die Voraussetzung, dafisi jedes System 
f ^a x + b y + c + d =0 

(1) f'^a'x + Vy + €f0 + d'^O 
/•"= d'x + Wy + d'0 + rf"= 

mit unbestimmten Koeffizienten mindestens eine Lösung besitzt, und 
beweisen zunächst, daJs diese Gleichungen nur eine Lösung haben, d. h. 
dab Xy y, durch sie eindeutig bestimmt sind. Um dies zuerst f&r 
X zu beweisen, betrachten wir an Stelle des Systemes (1) die eine ab- 
geleitete Gleichung 

(2) F^Pf+P'f + f"^0, 

welche offenbar durch jede Lösung von (1) befriedigt wird, nnd be- 
stimmen die noch willkürlichen Grölsen P und P' so, dais die Koeffi- 
zienten von y und verschwinden, d. h. so, dais die beiden Bedingungs- 
gleichungen 

^ *^ Pc-fP'c' + c" = 

erfüllt sind. Da die sechs Koeffizienten dieser beiden Gleichungen un- 
bestimmte Grölsen sind, so besitzen sie nach unserer allgemeineni Vor- 
aussetzung mindestens eine Lösung, und P und P' hängen allein 
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und zwar rational Ton den Koeffizienten ( * J ,,V nicht aber Ton 

Aj d' und d" ab. Es sei nun (P, P') eine Lösung der beiden Glei- 
chungen (2 a); so muJGs x auch notwendig die abgeleitete Gleichung 

jp« (Pa + Fol + ol')x + (Pd + P'rf' + d") = 

in (2) befriedigen, und da der Koeffizient yon x fOr unbestimmte (a, d^ a") 
nicht identisch verschwindet, so erhalt man fOr x den einen Wert 

es gibt somit in der Tat nur einen einzigen Wert für x. Ghmz ebenso 
la&t sich beweisen, dals unter der gemachten Voraussetzung auch y 
und z eindeutig bestimmt sind. 

Nimmt man nun noch die zweite im Torigen Abschnitte gemachte 
Voraussetzung hintu, so kann man den Satz aussprechen: 

unter der Voraussetzung, dals jedes System (1) yon zwei 
oder drei linearen Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten 
überhaupt rationale Lösungen besitzt, hat sich ergeben, dals 
ein solches System eine und nur eine Lösimg hat, und dals 
diese eine rationale Funktion der Gleichungskoeffizienten ist. 

Bei diesem Beweise war nur Torausgesetzt worden, dals die neun 
(a, 6, c \ 
Koeffizienten a', &', d 1 unbestimmte sind, während die konstanten 

Glieder d, d\ d" auch beliebige spezielle Zahlwerte haben können. 
Wir können daher auch den f&r die Folge wichtigen Satz aussprechen: 

Durch drei lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten 
der drei Unbekannten Unbestimmte sind, wahrend ihre kon- 
stanten Glieder d, d\ d" beliebige Zahlwerte haben können, 
sind die Werte der Unbekannten eindeutig bestimmt. 

Sind speziell d »> d'=» d"=» 0, betrachtet man also die drei homo- 
genen linearen Gleichungen 

a a? + & y + c i?=sO 
a' a? + 6' y + c' Xf « 

80 besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze fOr unbestimmte 
(a, &, c) die Lösung (^ » 0, y « 0, jer » 0) und keine andere. 

Die einzige Lösung der drei Gleichungen (1) besitzt hiemach die 
folgende Form 
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/oN ^ ^^(a,b,c,d) ^ ^^{a,h,c,d) ^ ^^(a,b,c,d) 

WO die Zähler und Nenner ganze ganzzahlige Funktionen der zwölf 
Gleichnngskoeffizienten sind xmd nicht identisch yerschwinden; der 
Einfiachfaeit wegen sollen immer nnr die yier ersten Buchstaben an- 
gegeben werden. Wir wollen nun nntersuchen, welche Eigenschaften 
diese sechs ganzen Funktionen haben müssen^ welche als Zähler nnd 
Nenner der Lösrmg auftreten. 

Hier soll aber von yomberein yorausgesetzt werden^ daüs jene 
Brüche in der sogenannten reduzierten Form hingeschrieben sind^ dab 
nämlich etwaige gemeinsame Faktoren yon Zähler und Nenner jener 
drei Brüche bereits dnrch Heben beseitigt sind. So hatte sich ja z. B. 
im § 1 der yorigen Vorlesung ergeben, dals bei der dort charakterisierten 
Auflösungsmetiiode Zähler und Nenner yon x und y den gemeinsamen 
Faktor c entiiielten, welcher erst durch Heben beseitigt werden muiste, 
um die reduzierte Form zu erhalten. Ahnlich könnte es geschehen, 
daGs Zähler und Nenner entweder eine Zahl oder eine ganze Funktion 
der Gleichungskoefßzienten als gemeinsamen Teiler entiialten. In einer 
späteren Vorlesung wird ein Verfahren angegeben werden, durch das 
man den gröfsten gemeinsamen Teiler yon zwei solchen ganzen Funk- 
tionen bestimmen und diese in ihre unzerlegbaren oder Primfaktoren 
dekomponieren kann; wir wollen dieses Verfahren schon hier als bekannt 
yoraussetzen, und denken uns mit Hilfe desselben jene drei Brüche 
yon yomherein in ihrer reduzierten Form gegeben. 

Wir wollen nun zunächst die unbekannten x, y, Sf bIb Funktionen 
yon (d, d\ d") allein betrachten und allein aus der Betrachtung der 
Gleichungen (1) beweisen, daüs rr, y, z homogene lineare Funktionen yon 
dj d\ d" sind. Diese Tatsache folgt auch aus der Gleichung (2b) und 
den entsprechenden für y und 0, sie soll aber jetzt noch einmal aus 
der Natur der linearen Gleichungen erschlossen werden. 

Bezeichnet man mit 

(^1, Vi, ^1), (a^j, Vi, ^a). («8; yi> h) 
die drei ebenfalls eindeutig bestimmten Lösungen der einlEdiien 
Gleichungssysteme 

a Xi+b yi + c 0i + d^O, a x^ + b y^ + c e^ =0 

ol x^+y Vi+d 01 = , a' a^ + 6' y, 4- (/ jp, + d ' « 

a^x^ + 6"y, + d'z^ = 0, d!'x^ + 6"y, + d'z^ =0 

« a?5 + 6 y» + c ^5 =0 
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und nennt man {xy y, d) wie vorher die Losung der allgemeinen 
Gleichungen (1)^ so erhält man sofort die Gleichungen 

a: = a?! + iri + iCj 

(5) y = yi + Ä + ys 

Z^ Z^ + 0^ + 0y 

Jede der unbekannten stellt sich also als Summe von drei Funk- 
tionen Yon je einer der drei Ghröfsen d, d\ d" allein dar. um nun 
zu erkennen, wie jene Funktionen yon ihren Argumenten abhangen, 
zerlegen wir z. B. d in zwei Summanden d^ und d^ und betrachten die 
Lösungen der beiden Gleichungssjsteme 






a Si + & Vi+c tt + di^O 

(6) a'l,+ Vri, + (fti =0 

Dann ist offenbar 
Setzt man also 

^=9W. yi==t(d), ^i=zW, 

-9idi+d,), ^Hdi+d,), -zK+d,), 
ako auch 

so hat jede dieser Funktionen die Eigenschaft, dafs z. B. 

vK+äi)^q>(di) + q>(d^) 
ist. Hieraus folgt speziell, dafs 

also unablulngig yon d^ ist. Dasselbe gilt also auch für ein unendlich 
kleines d^ yon dem Differentialquotienten yon (p{di), d L es ist 

q>\d)^C, 
a:^ = y (d) = Cdy 

wo C eine yon d, d\ d" imabhängige Ghröfse bedeutet, welche also 
nur von den neun Koeffizienten (a, b, c, a', V, c', . . .) abhängt. 

Da nun für jede der beiden Funktionen x^ und o^ Ähnliches be- 
wiesen werden kann, so folgt aus der Gleichung (5) 

(7) X = «(d, d\ d") = Cd + Cd' + C"d", 

wo Cy C\ C" nur noch yon den neun Koeffizienten (a, b, c) abhängen. 
Ganz dasselbe gilt offenbar auch yon y und z. 
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In den Ausdrücken (3) f&r o;, y, ier sind also die drei Nenner samt- 
lich Yon d, d', d" unabhängig^ walirend die Zahler homogene lineare 
Funktionen dieser drei Gfröisen sind. Wir können die Gleichungen (3) 
jetzt also folgendermaisen schreiben 

fQ\ « 9,{a.h,c,d) _ dD + d'D' + d"D" 

^, (a,b,e,d) _ dE+ d' E' + d" E" 

wo die C, By E nnd B ganze Fnnktionen der nenn Ghroisen (a, h^ e) 
allein sind. 

§3. 

Es soll nnn der grundlegende Nachweis geführt werden, dals bei 
der soeben gefundenen Darstellung der Losung unseres Gleichungs- 
systemes 

(1) f^ax + ly + cz + d^'O, 

wo jetzt der Kürze wegen jedesmal nur die erste Gleichung hin- 
geschrieben werden soll, d. h. bei der Darstellung 

(\^\ ^t(a, 6, c, d) ^,(a, 6, c, d) ^ _ ^^{a,h,e,d) 

^^^> ^ e,(a,6,c) ' y^ e.sfl.h.c) ' ^^ e,(a,6,c) 

die drei Nenner identisch sind; zu diesem Zwecke wollen wir zeigen, 
dafs jeder dieser Nenner durch jeden anderen teilbar ist. Es genügt 
hier nachzuweisen, dals z. B. der zweite Nenner B^ den ersten B^ als 
Faktor enthalt, da die Beweise fUr die anderen Nenner ganz enir 
sprechend geführt werden können. 

um dies zu zeigen, führen wir an Stelle yon (o;, y, d) die neuen 
unbekannten (o/, y', s/) durch die Gleichungen 

(2) x^iji, y^tf + ta!, e^tf 

ein, wo t eine unbestimmte Grölse bedeutet; dann ist umgekehrt 

(2a) a!^Xy if^y — tXj £r' = 0, 

und {x\ y', e*) sind durch die neuen Gleichungen bestimmt 

(3) f^^(a + U)a!'\'hrf+cd + d^O, 
Setzt man ako zur Abkürzung 

(3a) a + lt^a^, cl + Vt^a\y a'' + b"t^a'l, 

so werden {af, j/, sf) durch die Gleichungen 
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a^af+b i/ +ci^ +d =0 
(3b) a[af+Vf/ +(fsf +d'^0 

eben&Ib eindeatig beBtimmt^ und zwar wird nach (la) 

WO niur die dort auftretenden Koeffizienten a^ dy a" dnrch die neaen 

<h} ^v ^i one^ Bind. 

Da nun y'^^y — tx ist^ so mols fOr ein unbestimmtes t die 
Identität bestehen 

W e.(a,) e,(a) ö,(a/ 

WO der Einfachheit wegen die Argumente b, c, d in der Bezeichimng 
fortgelassen sind. 

In dieser Identität bringen wir die rechte Seite auf gleichen 
Nenner. Es sei T der gröiste gemeinsame Teiler der beiden Nenner^ 
80 dals also 
(6) »i-TV^ und ©j-TVj 

ist^ und Wi und V^ keinen gemeinsamen Faktor mehr besitzen. Dann 
kann die Gleichung (5) folgendermaisen geschrieben werden 

wo die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Zahler und 
Nenner stehen, t gar nicht enthalten. 

Man kann nun zeigen, dals der Bruch auf der rechten Seite in 
seiner reduzierten Form erscheint, d. h. dab Zahler und Nenner keinen 
gemeinsamen Teiler haben können, der sich fortheben wflrde. Da 
nämlich der Nenner t gar nicht enthalt, so müiste jener Teiler in jedem 
der beiden Terme des Zählers enthalten sein, d. h. es mülsten die 
drei Produkte 

(8) {TV,V,, «,?P„ %0,) 

einen und denselben Faktor besitzen. Nun hat aber keines der fOnf 
Paare you Funktionen 

(«, T), («„ T) 

(9) («1, Vi), (»„ «'i) 

einen Teiler; die beiden ersten und die beiden zweiten Paare haben 
keinen Teiler, weil ^ = ^^ und -^ = jr^ ^^^^^ ^®^ Voraussetzung 
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in der reduzierten Form gegeben sind^ das letzte Paar, weil V^ nnd 7, 
die Yon dem gemeinsamen Divisor T befreiten Teile yon 0^ nnd B^ sind. 

Angenommen nun, es existierte ein selbst nicht weiter zerlegbarer 
Teiler P der drei Produkte (8), so müfete er auch in TV^V^, also in 
einer der Funktionen V^, V^ oder in T enthalten sein. Wäre aber P 
z. B. in V^ enthalten; so mülste er femer in dem Produkte 9^^^ vor- 
kommen, und das ist nicht möglich, weil !F^ weder mit 9^ noch mit 
V^ einen gemeinsamen Teiler hat. Granz dasselbe gilt, wenn P ein 
Faktor von V^ wäre. In T kann endlich jener Teiler auch nicht 
enthalten sein, denn da T zu 9^ und 0, relativ prim ist, so müJste 
jener Teiler zugleich in W^ und V^ enthalten sein, und das streitet 
mit der Voraussetzung, dafs V^ und V^ relativ prim zueinander sind. 

Damit ist also bewiesen, dals der Bruch auf der rechten Seite von (7) 
in der Tat in der reduzierten Form erscheint. Da aber nach (5) der 

Bruch ^fl jenem reduzierten Bruche identisch gleich ist, so folgte 

dals sein ZfUüer und Nenner sich von den entsprechenden Ausdrücken auf 
der rechten Seite von (7) nur durch einen gemeinsamen Faktor unter- 
scheiden können, der sich dann eben forthebt. Es ist also der Nenner 
^%(fh) ^^ ersten Bruches f&r einen unbestimmten Wert von t durch 
den Nenner TV^V^ der rechten Seite, also a fortiori durch T!Pi= ^^(a) 
teilbar, d. h. es ist für ein variables t 

wo G eine ganze ganzzahlige Funktion von (a, b, c, t) bedeutet. 

Hieraus ergibt sich speziell für <=0, weil da ai=^a, a[=a!, a"^a!' 

^^^' ©,(a, 6, c) « e^(a, 6, c) - G(a, b, c, 0). 

Es ist also ^2 durch 0^ teilbar. Da man nun ganz ebenso zeigen 
kann, dafs 0^ auch 9^ enthält, so folgt, dab 0^ sich von 0^ höchstens 
durch das Vorzeichen unterscheiden kann, da jeder Teiler der einen 
Funktion (auch die Zahlenteiler) in der anderen enthalten ist Wir 
können und wollen nun das Vorzeichen von 0^ so bestimmen, dab 
jene beiden Nenner einander gleich sind; und da auch für ^3 ganz 
dasselbe gilt, so ist dann in der Tat 

0i(a, b, c) = 0^(a, b, c) = 0^(a, 6, c). 
Setzen wir also diesen gemeinsamen Nenner gleich <9(a, b, c), so erhalt 
man jetzt für x, y, s die folgende Darstellung 

j>^(a,6, c, d) ^ ^,(a, 6, c, d) ^ ^,(a, &, c, d) 

wo 0^, $3, #3 in (ä, d\ d") sämtlich homogen und linear sind, während 
der gemeinsame Nenner von (d, d\ d^') unabhängig ist. 



*=¥' y=l' '=^- 
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§4. 

Wir wollen endlich untersuchen^ in welcher Beziehung die Zähler 
der vorher gefundenen Lösung 

\^/ ^— eia,b,e) ' 2f— B{a,h,e) ' ^^ 0(a,b,c) 

des Gleichungssystemes 

(la) ax + by + C0 + d=^0 

zu ihrem gemeinsamen Nenner stehen. Auch hier ersetzen wir die 
Unbekannten (x, y, 0) durch neue (a/; y\ e^) vermittelst der Gleichungen 

(2) ^^^, y'=f, y=^ 

Dieselben sind dann die ebenfalls eindeutig bestimmten Losungen des 

Gleichungssystemes 

(2 a) da! + ly' + c/ + a = 0, 

welches man aus (la) erhalt^ indem man dort {Xj y^ z) durch ihre 
Ausdrücke in {x\ j/, jer') ersetzt und alsdann mit dem gemeinsamen 
Nenner x' multipliziert. 

Dieses Gleichungssystem geht aber offenbar aus dem gegebenen 
in (la) durch Yertauschung der Koeffizienten (a, a', a") und {d^ d\ d") 
hervor. Durch dieselbe Yertauschung wird man demnach die Werte 
von {^j 'j/y /) aus den in (1) gefundenen von (x, y, i) erhalten. 

Es ist also 
/^9K^ ^f_ ^i{d,b,c,a) ^j_ ^^{d,b,c,a) j _ ^^{d,b,c, a) 

^^^^ ^-^ B{d,b,c) ' V- e(d,b,c) ' ^-^ e^d,b,c) • 

Da aber oi^^— ist, so ergibt sich durch Vergleichui^ von (2 b) mit 

(1) die Identität 

/oN ^Aä, b, c, g) ^ ^(g, b,c) 

^^ e{d,b,c) 0,{a,b,c,d)' 

Nun sind aber beide Ausdrücke nach der Voraussetzung in der 
reduzierten Form, denn sowohl in o?' als auch in x haben Zahler und 
Nemier keinen gemeinsamen Teiler. Es können sich somit in (3) die 
Zahler und auch die Nenner nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
d. h. es muls sein 
(4) 9^{a,b,c,d) = ±e(d,hc). 

Der Zahler von x geht also, abgesehen von dem noch unbestimmt 
bleibenden Vorzeichen, dadurch aus dem Nenner hervor, dals man dort 
die Elemente (a, a\ a") beziehlich ersetzt durch (d, d', d"). 
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i>iteW kann man denselben Beweis anch fOr y und s ftthreii; 
:iw m« da an Stelle von (a, a', a") das System (6, V^ 6") bezw. 
.. V , z'^, «ad man erhalt 

«,(a, 6, c, cO « ± «(a, d, c) 

V^^maMoh erhalt man fOr die Losung unseres Oleichungssystemes 
^^MtM«tur die Ausdrücke 

v>^ *-±e(S7&;^' y±e(a,6,c/ ^"^^eca^^c/ 

v^ mvr noch die Vorzeichen zu bestimmen sind. 

Diese letzte Frage kann nun sehr einfach durch die folgende Be- 
tviMlktang entschieden werden, um das Vorzeichen von x zu bestimmen, 
^etraoht^ wir die Gleichungen, welche aus (1) hervorgehen, wenn wir 
die konstanten Glieder (d, d\ d") beziehlich gleich (a, ci, a") setzen, 
4^ L die drei Gleichungen 

a x + h y + c sf + a =0 

(S) a'x + Vy + c'0 + a'^O 

a"x + b"y + (f'0 + (^'^O. 

Auch diese Gleichungen besitzen nach dem zweiten Satze auf S. 117 fBr 
unbestimmte (a, b, c) eine und nur eine Lösung, und diese geht dem- 
nach aus der allgemeinen in Nr. (5) dadurch hervor, dafs man dort die d 
durch die a ersetzt; da der gemeinsame Nenner sicher von Null ver- 
schieden ist, so erscheint diese Lösung nicht etwa in der unbestimmten 
Form -^* Es muls also sein 

Nun erkennt man aber sofort, dafs jene Gleichungen (6) durch das 
Wertsjstem 

(7a) a?«-l, y = 0, z^O 

befriedigt werden. In dem Ausdrucke für ^ ist also das negative Vor- 
zeichen zu wählen. Ganz analog findet man dasselbe Resultat für y 
und ftbr e. Man erhalt also den folgenden wichtigen Satz: 

unter der Voraussetzung, dals drei lineare Gleichungen 
mit drei unbekannten f&r unbestimmte Werte der Koeffi- 
zienten mindestens eine rationale Lösung haben, besitzen sie 
auch nur eine, und diese muls notwendig die Form haben 
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/oN ^ e(d,h,€) e{a,d,e) e(a, h, d) 

WO 'S^a, by c) eine ganze ganzzahlige Fonktion der nenn 
Elemente ( a\ h\ d \ ist Die Werte der Unbekannten stellen 



( a', y, c' ) i8 
Va", 6", c"/ 



sich also dar als Quotienten einer und derselben Funktion B 
fOr yerschiedene Argumente. 



§5- 

Ans diesem Satze ergibt sich nun eine Reihe wichtiger Eigen- 
schaften der EHmktion B. Zunächst kann diese Funktion keine Zahlen- 
fiiktoren besitzen, weil nach der Voraussetzung die oben in (8) ge- 
fundenen Brüche in der reduzierten Form gegeben sind, und entgegen- 
gesetzten FaUes die Zahler dieselben Zahlen&ktoren haben müisten. 

Femer war vorher bewiesen worden, dals die Zahler B{dy b, c), 
B(a, d, c), B(a, b, d) von x, y, e sämtlich in Bezug auf (ä, d', d") 
homc^^en und linear sind. Da nun diese drei Zahler aus dem gemein- 
samen Nenner B{a, by c) dadurch hervorgehen, daHs man beziehlich die 
Koeffizienten (a, a', a"), (6, 6', 6"), (c, c', c") ersetzt durch (d, d\ d"), 
80 folgt hieraus, dals der gemeinsame Nenner B(a, b, c) sowohl in Bezug 
auf die drei Koeffizienten a, als auch auf die b und die e eine homogene 
lineare Funktion ist. Man hat also den Satz: 

Die Funktion B(a, 6, c) ist eine ganze ganzzahlige Funk- 
tion der neun Argumente 

(1) 



/a, 0, c\ 

( «', 6', ^ ) 

Va", 6", dV 



ohne gemeinsame Zahlenfaktoren, welche in Bezug auf die 
Elemente einer jeden Kolonne des obigen Koeffizientensystemes 
homogen und linear ist. 

Da S eine ganze Funktion von den neun Elementen (a, b, c) ist, 
welche in Bezug auf die Elemente a, b und c homogen und linear ist, 
so mub jedes ihrer Glieder ein und nur ein Element aus einer jeden 
Kolonne von (1) enthalten, also aus lauter Termen von der Form abc 
zosammengesetzt sein. Man hat also als KoroUar den Satz: 

Die Funktion B ist in ihren Elementen (a, b, c) homogen 
und Ton der dritten Dimension. 
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Aus der Vergleichimg der beiden Wertsysteme (7) und (7a) des 
Yorigen Abschnittes^ welche notwendig identisch sein müssen, kann man 
nun noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Funktion herleiten. 
Vergleicht man nämlich die Werte von y und von a miteinander, so 
erhalt man, da 0{a, h, c)^0 ist, die beiden Gleichungen 

(2) ö(a, a, c) = 0, »(a, &, a) = 0, 

d. h. die Funktion yerschwindet identisch, wenn die Elemente der 
zweiten oder der dritten Yertikabreihe denen der ersten gleich werden. 
Ganz entsprechend kann man diesen Satz fCLr je zwei Yertikahreihen 
beweisen; man erhält abo den Satz: 

Die Funktion verschwindet identisch, wenn die ent- 
sprechenden Elemente zweier Kolonnen einander gleich sind. 

Dieser Satz in Verbindung mit dem vorletzten liefert eine weitere 
charakteristische Eigenschaft der Funktion 0, Ersetzt man nämlich 
in die Elemente a, a', a" beziehlich durch a+ a, a' + «*, a" -f a" 
und berücksichtigt, daüis linear und homogen in den Elementen der 
ersten Vertikalreihe ist, so ergibt sich 

0(a + a, b, c) = ö(a, 6, c) + ö(a, 6, c), 

wo zur Abkürzung wieder jedesmal nur die erste Horizontabeihe der 
Elemente hingeschrieben ist; ersetzt man auf beiden Seiten dieser 
Gleichung die Elemente (by V, i ') beziehlich wieder durch 

und berücksichtigt, dals auch fär die Elemente der zweiten Vertikal- 
reihe homogen und linear ist, so ergibt sich 

0{a + a,b + ß, c)^0{a, b, c)+0{a, 6, c) + 0(a, ß, c) + 0{a, ß, c). 

Setzen wir in dieser Identität (a, o/, o") beziehlich gleich (6, b\ b") 
und (j8, ß\ j8") gleich (a, a', a"), so geht sie über in 

0(a + b,a + b,€) = 0(a, 6, c) + 0(b, b, c) + ö(a, a, c) + 0Q>, a, e), 

oder wenn man diejenigen Funktionen forÜäfst, in denen zwei Argu- 
mente, d. h. hier zwei Vertikak-eihen einander gleich sind, 

0(a, b, c) + 0(b, a, c) « 
0(a, 6, c) = — 0(b, a, c). 

Ganz ebenso könnte man beweisen, dafs die Funktion nur ihr 
Zeichen ändert, wenn man die Elemente irgend zweier Vertikabreihen 
vertauscht. Man erhalt also den Satz: 
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Die Funktion ändert nnr ihr Zeichen bei der Yer- 
tanschmig Ton zwei beliebigen Kolonnen. 
Hiemach kann man die Lösnng nnseres Gleichungssystemes in (8) 
des § 4 auch folgendermalBen schreiben 

/QN ^ edb.cd) .. _ , e(c, d, a) 0(d, a, h) 

K^J »— e(a, 6,c)' 2^ "*■ "^ e(a, 6, c/ ^ '^ ©(a, 6,c)' 

oder in Form einer Proportion 

(3a) xzyi^il^ — 9(b, c, d) : 9(e, dyCk): - B(d, a, 6) : B{a, b, c). 

Die beiden letzten ftLr die Yertikalreihen des Koef&zientensystemes 
Ton 9 bewiesenen Sätze gelten auch f&r seine Horizontalreihen. 

Wir gehen zum Beweise dieser wichtigen Tatsache wiederum aus 
Ton dem ursprünglichen Gleichungssysteme 

f ^a x + b y + c + d =0 
/' « a' a; -h 6' y + c' ^ + d' = 
/•"=a"a; + &>-hc"^ + d"=0 
und leiten aus ihm eine neue Gleichung ab 

(4) F=pf+pr+p"f"-^0, 

wo jetzt p, p', p^* so bestimmt sein sollen, dafs der Koeffizient von x 
gleich (— 1), die von y und gleich Null sind. Dann müssen p, p', p" 
die drei Gleichungen befriedigen 

i>a+l>'a' + p"a"+ 1 = 
(4a) pi + p'V + pH" =0 

aus diesen drei Gleichungen bestimmen sich p, p\ p" eindeutig, da ja 
ihr Koeffizientensystem lauter unbestimmte enthält. 
Das hier auftretende Koeffizientensystem 

/a, a', a\ 

(5) 6, V, b") 

.geht aus dem der ursprünglichen Gleichungen 

h 

(5a) 



/a, ö, c\ 
{ a', V, d ) 
Vo", 6", «"/ 



offenbar dadurch herror, daCs man in ihm die Horizontalreihen mit den 
Yertikalreihen Tertaoscht; man nennt daher dasselbe das transponierte 



\ 
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System des luisprünglichen (yei^l. S. 46 unten). Die Losung jener 
drei Gleichungen kann dann folgenderma&en geschrieben werden 

wo der gemeinsame Nenner jetzt die Funktion von dem trans- 
ponierten Systeme (6) ist. 

Setzt man non f&r (jPyP\p'^) die hier gefundenen Werte ein, so 
geht die Gleichung ^»0 offenbar über in 

und man erhalt f&r x den folgenden Wert 

(^) "^ eW<^T^' 

Da aber vorher f&r x die Losung gefunden war 

^ e(d, h, c) 

und da diese die reduzierte Form hatte, so muJB der Nenner des 
Bruches (7) durch Bia, b, c) teilbar sein, d. h. es besteht eine Identii&t 

»(a, a', a") = ö(a, b, c)*h(a, b, c), 

wo h(a, b, c) eine ganze ganzzahlige Funktion von a, b, e sein mnüs. 
Vertauscht man aber hier nochmals die Horizontal- und Yertikalreihea 
miteinander, so ergibt sich 

e(a, b, c) = e(a, a', a")-*(a, a', a"); 

und wenn man diesen Wert von 0(a, b, c) aus der zweiten Gleichung in 
die erste einsetzt und mit der nicht verschwindenden Grolse 0(a, dy a") 
dividiert, so muüs sein 

Hieraus folgt, dals "k notwendig gleich ± 1 sein muls; denn da 
das Produkt jener beiden ganzen ganzzahligen Funktionen gleich eins 
sein soll, so mülste jeder Teiler von A;, auch jeder Zahlenteiler, ein 
Teiler der Einheit sein. Also ist 

/a, a', (i\ /a, 6, c \ 

(8) 0(6, b\ 6")«£©(a', 6', d ), 

Vc, e, c"/ Va", V\ dO 

wo « = ± 1 ist 

Es ist leicht, die Bestimmung dieses Vorzeichens durch , Aus- 
rechnung zu finden. Die folgende Überl^^ung zeigt aber ohne jede 
Rechnung, dals stets das positive Vorzeichen zu wählen isi 
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Ersetzt man nämlich in (8) das System (a, h, e) durch ein so- 
genanntes symmetrisches System 



[n, B, E ], 

\F. E. C/ 



<F, E, C 

d.h. durch ein solches, dessen Horizontalreihen seinen entsprechenden 
Yertikalreihen gleich sind, so ist das transponierte System dem nr- 
sprflnglichen gleich, and die Gleichnng (8) geht über in 

/^, 2), F>. /-4, D, Fk 

ein, B, E \^B»[Dy B, E ). 
\F, E, C/ \F, E, 0/ 

Es mn(s also s » + 1 Bein, es sei denn, daüs die Funktion 9 f&r jedes sym- 
metrische Elementensystem identisch rerschwindei Im nächsten Abschnitt 
(auf S. 133) werden wir aber zeigen, dals die Funktion B von Null yer- 
sehieden sein malig, wenn man (a, &, c) gleich dem sogenannten Ein- 

/l, 0, (K 
heitssysteme ( 0, 1, Ol setzt; and da dies offenbar symmetrisch ist, so 



/l, 0, (K 
(0, 1, 0) 
\0, 0, 1/ 



ist damit bewiesen, dals 9(a, b, e) => 9(a, a', ol') ist, and man hat 
den Satz: 

Die Funktion B bleibt ungeandert, wenn man in ihrem 
Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen vertauscht. 

Spricht man jetzt die vorher gefundenen Sätze f&r die Funktion 
9(a, dj ci^) aus, so gelten sie nach (8) auch üQr die ursprüngliche 
fVmktion 9(a, &, c); da aber die Yertikalreihen des ersten Systemes die 
Horizontalreihen des letzten sind, so ergibt sich, dals alle vorher in 
Bezug auf die Kolonnen ihres Elementensystemes gefundenen Eigen- 
schaften der Funktion B wörtlich auch f&r die Zeilen desselben gelten. 
Bezeichnet man also wiederum eine Zeile oder eine Kolonne mit dem 
gemeinsamen Ausdruck „Beihe^, so kann man das vollständige Resultat 
dieser Untersuchung folgendermaben aussprechen: 

Die Funktion B ist eine ganze Funktion der neun Argu- 

h 
mente ( a', Vy d ), deren ganzzahlige Koeffizienten keinen 



(a, ö, c\ 
«', y, o' ), 
a", V\ c"/ 



gemeinsamen Zahlenfaktor haben; dieselbe ist homogen und 
linear in Bezug auf die Elemente einer jeden Reihe, und sie 
ändert nur ihr Vorzeichen, wenn zwei Parallelreihen mit- 
einander vertauscht werden. 

Kroneoker, Dettrmiiuuiton. 9 
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§6. 

Ebenso wie für die Determmanten zweiter Ordnung besteht anch 
für die hier untersuchte Funktion S(a, b, c), welche, wie gleich 
gesseigt werden wird, mit der Determinante dritter Ordnung |a, 6, c| 
YöUig identisch ist, ein sogenanntes Multiplikationstheorem, durch 
welches der Wert jener Funktion S ffir ein sogenanntes „komponiertes'' 
System angegeben wird. Zunächst soll auch bei den Systemen von neun 
Elementen der Begriff der Komposition kurz erörtert werden. 

Sind zwei Systeme YOn je neun Elementen 



/«, «", flCx /a, ö, c\ 

Iß, /J', r) und (a', V, <f] 



gegeben, so woUen wir auch hier das System betraditen, dessen Ele- 
mente entstehen, wenn man die Elemente je einer Zeile yon (a, ui, o") 
mit den entsprechenden Elementen je einer Kolonne von (a, b, c) mul- 
tipliziert und die Produkte addiert Das so entstehende System wollen 
wir aus (a, o', c/') und (a, &, e) (in dieser Reihenfolge) komponiert 
nennen und diese Bezeichnung durch die Gleichung 



(1) 



(^y ^y «'\/«^ ^y C\ 
ßy ß\ fi']\a\ b\ d) 
y, /, yVVa", 6", c"/ 

\ya + y^a!+y'a", yb + y^V+y^'V', yc + y'c' + fc'V 



ausdrücken. Wir werden sofort sehen, dafs es allein diese Art von 
Komposition ist, welche in den Anwendungen vorkommt, und deshalb 
soll sie allein im folgenden berücksichtigt werden. 

Zxmachst soU aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom- 
position gegeben werden, welche im folgenden viel benützt wird. 
Komponiert man nämlich genau in der oben angegebenen Weise das 
System (a, o/, o'') mit einer Matrix 

b, c, d 



( a\ &', d, d' ) 
Va", 6", c'', d"/ 



Ton drei Zeilen und vier K(^nnen, so erhält man als Kompositions- 
resultat wiederum eine Matrix von zwölf Elementen, und auch sie 
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wollen wir als das Resultat der Komposition des Sjstemes (a, o/, ci') 
mit der Matrix {a, b, c, d) betrachten, und diesen Zusammenhang wie 
in (1) durch die Gleichnng 



(ß>ß^, /»"IIa', V, d, d') 

\y, /, yV \a\ 6", c/^ dV 

i8a+/ra'+/r'a", /}6 + /r&'+/l"6", ßc+fi<f+ßf'(f\ /Jd + /rd'+/J"d" ) 
ya + y^a'+fa", yh^^V^fW, yc+y^d+fd^ yd^-y'd'-^fd'') 



bezeichnen. Es mag gleich hier hervorgehoben werden, dals die Ele- 
mente einer nnd derselben Kolonne der Matrix (a, h^ c, d) und der 
komponierten Matrix dieselben Elemente enthalten; so enthalt die erste 
Kolonne des komponierten Systemes nur (a, a', a"), die zweite (b, V, V^) xl s. w. 
Wir gehen nnn ans von dem Gleichmigssysteme 

f^ax + by + c0 + d =0 
(3) f^a!x + Vy + da + d'^0 

f"^a!'x + b"y + d'a + d"^0, 

dessen einzige Lösnng fOr unbestimmte Koeffizienten {a, b, c, d) wir 
in der Form schreiben konnten 

XON ^ B(J>, c, d) ^^ _ , BJC, d, a) e{d, g, h) 

Leiten wir nnn ans diesem ein neues Gleichungssystem ab 

(4) r^ßf+ßff+ß'r-o 

F''^yf+yr+fr^o, 

80 ist leicht zu zeigen, dals unter unseren allgemeinen Voraussetzungen 
die beiden Oleichungssysteme (3) und (4) genau dieselbe Losung be- 
sitzen, d. h. dals sie äquivalent sind, fedls das Koeffizientensystem 
(ja, dj cl^ aus lauter unbestimmten Konstanten besteht. 

Betrachtet man nämlich in den Gleichungen (4) zunächst (/*, /*', f^) 
als Unbekannte, so besitzen sie nach dem KoroUare auf S. 117 unten 
die eine und nur die eine Lösung /"«O, f = 0, /'" = 0, d. h. jene 
beiden Gleichungssysteme (3) und (4) sind einander äquivalent. 

Lost man also die drei Gleichungen (J^'^O, JP'*=0, ^"' = 0) 
direkt nach x, y, auf, so können sich die so gefundenen Werte nur 
der Form nach von den in (3 a) angegebenen unterscheiden. 

9» 
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Ordnet man nnn die linearen Gleichungen (4) nacli den Un- 
bekannten X, y, 0y 80 möge man erhalten 

F ^af+ülf+€l'f=^Ax + B y + C + D^O 

(5) F'^ßf+ß^f'+ß^'r^Ä'x + B'y+C^B + iy^O 

1P"= yf + yY + ff' « A''x + B"y + C"0 + iy'^0. 

Man erkennt dann ohne weiteres, dafs das neue Eoeffizientensystem 
(Ä, By C, D) dadurch ans dem alten (a, h, c, d) hervorgehti dals man 
es Yom mit dem Systeme {a, c^, a") komponiert; es besteht also 
die Gleichimg 

/«, «', a!\ /a, h, c, d \ /Ä, B, C, D \ 
(6a) Iß, ß!, /r'){a', V, d, d' U(^', B\ C, D' ); 

\y, y\ y''J\a", V\ c", d"/ \Ä\ B", C", D"/ 

und aus der oben über die Komposition gemachten Bemerkung geht 
hervor, dab die Elemente (J., Ä', Ä'') nur (a, a\ a") enthalten, aber 
Yon den Elementen (h, c, d) unabhängig sind; das Entsprechende gilt 
Yon den übrigen Kolonnen der komponierten Matrix. Setzt man nnn 
6x6 aus (5) sich ei^ebenden Werte der unbekannten 

rftU ^^ ^(^1 C^ ^) ., ■ e{C,I),A) B{B,A,B) 

ypo) x e{A,B,C)' y '^ e(Ä,B,C)' ^ 9(A,B,C) 

gleich den in (Sa) gefundenen Ausdrücken, so kann das Resultat 
offenbar folgendermalsen geschrieben werden 

,ßv B{A,B,C) _ e(B, C, D) _ 8(0, 2>, A) e{D,A,B) 

^^ 0(a, b, c) "" e(6, c, d) ©(c, d, a) "" e(d, a, b) ' 

Der gemeinsame Wert dieser vier Quotienten ist nun von den Elementen 
des Koeffizientensjstemes (a, b, e, d) yollig unabhängig; denn in dem 
ersten Quotient kommen die Elemente (ä, d\ d"), im zweiten (a, a', a^'), 
im dritten (h, V, b") und im vierten endlich die Elemente (c, e', c") 
gar nicht vor. Dieser Quotient hangt ako nur von den neun Ele- 
menten (a, a', a") ab. 

Handelt es sich also darum, den Wert des ersten Bruches in (6) 
zu bestimmen, so kann man (a, b, c) ganz beliebig spezialisieren. 
Es war nun (J., B, C) das Kompositionsresultat aus (a, a', a") und 
(a, b, c)] es ist nämlich 

/«, «', a\ /a, b, c \ /Ä, B, C \ 
(/J, /»',/»")( a', 6', c^U{ä\B', C'\ 

\y, y', y"/ \a", 6", cV \^", JB", CV 

Wählen wir nun speziell 
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/a, h, c\ /l, 0, (K 
(7) la', b', c')-(0, 1, 0), 

\a", b", e"/ \0, 0, 1/ 
ao geht offenbar (Ä, B, C) über in 

/«, «', «"\ /l, 0, (K /«, «', «'\ 
(/»,/»', ß"){0, 1, 0)=.(/l, |8', /J"). 
\y, y', r"/\0, 0, 1/ \y, y', y"/ 

Bezeichiiet man also das in (7) eingeföhrte ^Einheitssystem^ kurz 

durch Ey so wird jener Quotient gleich — ^-STgr— ^' ^uid da dies nach 

dem Yorangegangenen Beweise auch der Wert des Quotienten ^ \\ 
ist, so ergibt sich die wichtige IdentiiSt 

In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen Voraussetzung 
S{a, h, c) und 0(a, a\ a!^) beide nicht identisch Null; folglich kann 
auch 9 {JE) nicht identisch yerschwinden^ sondern es ist notwendig 

/l, 0, 0> 
(9) b( 



/i, u, u\ 

► 0, 1, oRo. 
Vo, 0, 1/ 



Multipliziert man also in (8) mit den Nennern herauf, so ei^bt sich 

(10) 9{Äy B, C)e{E) = »(«, a\ «")»(»> h c). 

Die rechte Seite dieser Identität enthalt keine Zahlenfaktoren; dasselbe 
mulii demnach auch yon der linken Seite und speziell von der ganzen 
Zahl 9(ß) gelten; es mulk demnach 9{E) = ± 1 sein. Welchen yon 
diesen beiden Werten wir wählen, ist gleichgültig. Wir wollen stets 

(11) «(J5)-+l 
annehmen. 

Da das Argumentensystem {A, B, C) aus den beiden (a, a\ a") 
und (a, b, c) komponiert ist, so kann man nunmehr der Gleichung (10) 
die folgende Form geben 

K«^ «'7 «"\ /<^f ft> c \ \ /«, «', a\ /a, b, e \ 

ß, /»', /»")(«', 6', c' )-»(/», /»', r »(«', K C ), 
y, y', yV \a", 6", oV/ \y, y', y"/ \a", 6", cV 

d. h. die Funktion eines komponierten Systemes ist gleich dem Pro- 
dukte der 9-Funktionen ihrer Komponenten. 

An dieser Stelle mag noch bemerkt werden, dals durch die Glei- 
chung (11) der auf S. 129 antizipierte Nachweis erbracht ist, dals 0(JS) 
notwendig yon Null yerschieden ist. 
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§7. 

Den im yorigen Paragraphen hergeleiteten Moltiplikationssatz fOr 
die Funktion 9 erhält man auch, wenn man wieder, anstatt das Glei- 
chnngBsystem 

(1) f^ax + hy + C0 + d^O 

durch ein äquivalentes zu ersetzen, die Unbekannten (x, y, e) durch 
andere ersetzt, welche aus ihnen durch eine lineare Transformation 

x^X i + fi fi + v t 

(2) y^X'i + ii'fi + v'i 

hervorgehen. Setzt man nämlich diese Werte fOr o;, ^, jer in die obigen 
Gleichungen ein und ordnet sie nach (|, 17, Q, so erhält man ein 
neues öleichungssystem 

(p ^A i + B fi + C i + d «0 

(3) 9' =^' 1 + 5' 12 + C 6 + rf' = 

in welchem die konstanten Glieder wieder (ß, A\ d") sind, während 
das Eoeffizientensystem (A, S, C) von (^, rj, ^), wie man sofort er- 
kennt, aus dem Eoeffizientensysteme (a, b, e) von (x, y, e) dadurch hervor- 
geht, dals man dieses hinten mit dem Substitutionssysteme (A, fi, v) 
komponiert. Es ist also 

/a, Ij c \ /A, iij V \ /A, B, C \ 

(4) (a', 6', c')(i', ^', v')^Ia', B\ 0'). 
Va", 6", cV V;t", ^", i,V V^", B\ C"/ 

Die Gleichungen (2) lehren wieder, daüs der Lösung 

(r,\ ^ ^Q>.c,ä) .. _ , B{c,d,a) e{d, o, h) 

für unbestimmte Werte der Substitutionskoefi&zienten (l, fi, v) ein mid 
nur ein Wertsystem (|, 1}, £) entspricht. Lost man nun das Gleichungs- 
system (3) direkt auf, so können die Werte 
(K\ i: _ B(B, G, d) GjO, d, Ä) ^ e{d, A, B) 

nicht identisch Null sein, weil sonst dasselbe fOr jedes spezielle Sub- 
stitutionssystem (l, fi, v), also auch fOr (A, ^, v) = (£) der Fall sein 
müiste; und das kann nicht sein, weil dann ein&ch (a;=|, y^^rijB^t) 
wird. Anderseits hängen aber die Lösungen (5) und (6) durch die 
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Gleichungen (2) zusammen. Setzt man also diese Werte speziell in die 
erste jener Oleichnngen ein, so folgt 

,- Bjb, 0, Ig) _ - X9{B, (7, d) + (lBjC, d, Ä) -pe(d, Ä, B) 

^^^ e{a,b,e) e(A,B,C) 

Da aber der links stehende Brach in der reduzierten Form erscheint^ 
so mnljs der Nenner des anf der rechten Seite stehenden Braches darch 
den linken Nenner teilbar sein; femer ist die Funktion 9(a, h^ e) 
in Bezug auf (a, b, c) homogen und von der dritten Dimension, und 
dasselbe gilt von S(Ä, B, C), weil lauter Terme Ton der Form 
ABC enthalt, und jeder dieser Faktoren wieder in den (a, h, c) 

homogen und linear ist Bildet man also den Quotienten ^. ' ' . ? 

so ist derselbe ganz unabhängig von (a, b, c); berücksichtigt man also 
die Gleichung (4), so mulB eine Gleichung von der Form bestehen 

e((a,6,c)(l,f.,r)) 

wo O eine noch za bestimmende ganze ganzzaUige Fcmktion Ton 
(X, n, v) ist Um diese zu finden, wählen trir jetzt fOr (a, h, c) das 
Einheitssystem E, und da offenbar wieder 

/l, 0, 0\ /l, II, V \ /X, n, V \ 
(0, 1, 0){x',n',v']~{l\(,',v') 
\0, 0, U\X",ii",v"/ \X",ii",v"/ 

nnd B(E) — 1 ist, so geht unsere Gleichung über in 

B(X,(,,v)^G(X,(,,v). 

Hieraus ergibt sich also die Identität 

«((a, 6, c)(A, /i, v)) « »(a, 6, c)'0{l, ft, v), 

d. h. wiederum der Multiplikationssatz. 

Die hier gefundenen Eigenschaften der Funktion 



a", V\ cV 



geben uns nun das Mittel, diese Funktion wirklich darzustellen und den 
Nachweis zu führen, dalli sie mit der Determinante | a, b, c | übereinstimmt. 
Da nämlich B eine ganze ganzzahlige Funktion der neun Elemente 
des Systemes (a, &, c) ist, welche homogen und linear in den Elementen 
jeder Kolonne und jeder Zeile ist, so enÜuQt jeder Term von B lauter 
Terschiedene Buchstaben und lauter yerschiedene obere Indizes; es 
muls 9 daher die fönende Form haben 
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«(a, 6, c) « A,aVc" + A^bc'a" + A^ea'h" 

wo die Koeffizienten Ä^, . . . ^ noch zu bestimmende ganze Zahlen 
«nd. Da nun durch zweimalige Eolonnenvertanschung die Gleidinng 
erhdtenwird B(a,h, e)^9{b, c, a), 

SO erkennt man, daik die rechte Seite von (8) bei cyklischer Ver- 
taoflchnng der Buchstaben (a, b, c) ung^Lndert bleiben muXs; und dies 
ist dann und nur dann der Fall, wenn 

Ax^A^^A^ und A^^^A^^A^^ 

wenn also 

©(a, 6, c) = ^(aft'c" + 6c'a" + ca'6") 

ist. Und endlich folgt aus der Bedingung 

©(a, 6, c) =» — ©(a, Cy b), 
dals ^ . ^ 

sein muls. Es ist also 

©(a, 6, c) = J.|a, 6, c\, 

wo I a, b, 1 die im § 2 der Torigen Vorlesung eingef&hrte Determinante 
bezeichnet, d. h. durch jene Bedingungen wird die Funktion S bis auf 
eine multiplikatiTe Eonstante völlig bestimmt. Da endlich keinen 
ganzzahligen Teiler haben soll, so muls J. » ± 1 sein. Wir wollen 
J. a + 1 annehmen. Offenbar fallt diese letzte Festsetzung mit der 
auf S. 133 aufgestellten Forderung zusammen, daGs 



/l, 0, Ov 

MO, 1, 0): 

\0, 0, 1/ 



sein soll; in dieser Form wollen wir diese letzte Bestimmung der Funk- 
tion aussprechen. Dann ist also 

0(a,b,c)^\a,b,cl 
tmd die Losung unserer Gleichungen (f^O, /*' = 0, /"'«O) wird 
dann dieselbe, welche wir in der vorigen Vorlesung gefunden hatten, 
und von der wir uns durch einfache Substitution überzeugten, dab sie 
die vorgelegten Gleichungen wirklich befriedigt. Wir sehen hiernach, 
dals die von uns vorher eingeführte Voraussetzung berechtigt ist, dals 
jenes Gleichungssystem fBr unbestimmte (a, b, c, d) wirklich mindeatens 
eine rationale Lösung besitzt; und daher gelten alle über die Fonk- 
tion gefundenen Sätze auch wirklich für die Determinanten, mit 
denen sie vollkommen übereinstimmen, weil jene Sätze nur aus jener 
einzigen soeben als richtig erwiesenen Voraussetzung abgeleitet waren. 
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§ 1. 

Der in der yorigen Yorlesimg bewiesene Mnltiplikationssatz fElr 
die Determinanten dritter Ordnung, welche ja mit den Funktionen 
absolut identisch sind, bietet auch hier ein Mittel zur systematischen 
Untersuchung der Systeme Ton neun Elementen, ihrer Zerlegung in 
Elementarsysteme und zu ihrer Einteilung in Klassen auf Ghrund von 
Äqulyalenzbedingungen. Wir können imd wollen hier die in der vierten 
Vorlesung angegebenen Bezeichnungen und Resultate fBr diese Unter- 
suchungen gleich benützen. 

Betrachtet man zwei Systeme von nexm Elementen 

/a, h, c \ /Xy /i, V \ 

(1) 8^[a\ 6', c'l mid T^[x\ ^', v^\ 

\ci\ V\ cV Vi", ^", i,V 

so soll wieder unter ST das aus 8 und T komponierte System ver- 
standen werden« In diesem symbolischen Produkte sind die Faktoren 
im allgemeinen nicht vertauschbar; dagegen zeigt man leicht z. B. durch 
wirkliche Ausrechnung, daijs auch hier bei den Kompositionen von drei 
und mehr Systemen das sogenannte assoziative Gesetz gilt, daJb nämlich 

(2) F= (ST) TJ^ S{T TT) = 8 TU 

ifit; und aus dem Multiplikationssatz ergibt sich, wenn man in (2) von 
dem Systemen zu ihren Determinanten übergeht, die Gleichung 

(3) \V\^\8T\.\Ü\^\8\\T\\U\. 
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Das einfachste System ist dasjenige^ welches schon anf S. 129 be- 
nützt und dort als Einheitssystem bezeichnet wurde, immlich das System 

'1, 0, Os 
(4) E^ 



/l, U, UN 

(O, 1, o). 
Vo, 0, 1/ 



Dasselbe hat mit der Zahl eins die charakteristische Eigenschaft ge- 
mein, dais jedes beliebige System durch die Komposition mit E nidit 
g^üidert wird, d. h. daTs 

(5) 8E~=E8=8 

ist; man erkemit leicht, dals durch diese Eigensdiaft das Einheüs- 
System eindeutig bestimmt ist. Seine Determinante ist gleich eins. 

Dem Einheitssysteme am nächsten stehen die sogenanntenDiagonsl- 
systeme, d.h. diejenigen, welche aa&erhalb der Diagonale lanter NoUen 
enthalten, welche also die Form 



besitzen. 
Sind 



/d, 0, Os 

0, d\ 
Vo, 0, d"/ 



/d, 0, Ov /e, 0, Ox 

(d)-(o, d', , (e)- 0, e', 
\0, 0, d"/ \0, 0, c"/ 



(d) 

ä, 0, 0\ /e, 0, 0- 

0, d', ), (e)-(0, e 
0, 0, d"/ \0, C 

zwei solche Diagonalsysteme, so ist ihr Produkt 

/de, 0, X 
(d)(e)-»(e)(d)=.(dc)- 0, d'e\ ), 

Vo, 0, d'V'/ 

und hieraus folgt speziell 

(dr=(0. 

Wir wollen anch hier mitersnchen, wie ein System S beschaffen 

sein mols, damit ein zu ihm ^^reziprohes'^ System ü existiert, d. h. ein 

solches, welches, mit 8 komponiert, das Einheitssystem ergibt Damit 
die Gleichung 
(6) RS^E 

überhanpt bestehen kann, ist notwendig, dafs die Determinante \8\ 
von Ntdl verschieden sei; denn geht man in (6) zu den Determinanten 
über, so folgt 

(6a) |J?||SH1. 

Ist nun 1 5 1 ^ 0, so existiert stets ein nnd nur ein zu 8 reziprokes 
System. Ist nämlich 
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E 



so ist die Forderung 



/P) Pt P\ /«> 0, c \ 

-(«, «', 4"), 8^1 a', 6', c'), 
\r, r', r"/ \a", b", c"/ 



/P,P,P\/a, b, es /l, ü, Uv 
(ff, 2', 2")(«', 6', c')-(0, 1, 0) 

\r, r', r"/ \a", 6", c"/ \0, 0, 1/ 

l^eiehbedeutead mit den folgeaden drei Systemen Ton Bedii^^angs- 
^eiehangen fOr die neun unbekanntoi Elemente von jß 

ap + oy+a"l>" = l» a2 + oV+«"2" — 0, ar + aV+aV'=0 

(7) 6i> + 6'i/ + 6"j/'=-0, bq + hf^+b"^'=l, 6r + yr' + &'V'-0 

ci»+c'i/ + c'y'=0, c2 + c'3' + c'V' = 0, cr + c'f' + c'V'=l. 

Nur das erste dieser Gleichnngssjsteme braucht aufgelöst zu werden, 
da das zweite und dritte aas jenem berrorgeht, wenn man die Bndh- 
staben (a, b, e) und zugleich (j>, q, r) cyklisch vertanscht. Nun ergibt 
sich aber ans den beiden letzten homogenen Gleichungen fOr p, p', p" 
die Ldsung 



(7a) 



!>-« 



b', b" 
e', c" 



b",b 

e", c 



6,6' 



wo t noch aas der ersten Gleichung zu bestimmen ist. Ersetzt man 
aber in ihr die Groisen p, p', p" durch ihre Werte (7 a), so erMlt mau 



16', 6" 



'H:.;M+«' 



6", 6 

e", c 



+ a" 



6,6' 



:;:;|)' 



1, 



und da der Koeffizient Ton t gleich der Determinante D^\afb,e\ 
Ton 8 ist, 80 ergibt sich t = 



Damit sind (p,p',p") eindeutig bestimmt; und da die anderen 
Losungen ans dieser durch cyklische Yertanschnngen hervorgehen; so 
erhalt man die folgende DarsteUnng des zu 8 reziproken Systemes 



(8) 



B' 



1 

D 


6', 6" 
c', e" 


1 
' D 


b",b 
e", c 


1 


b,b' 
c, c' 


1 
D 


c', e" 


1 


c", e 
a",a 


1 





1^ 

D 



h\ b" 



D 



b",b 



1^ 
D 



b,b 



Zn jedem Systeme 8 Ton nicht yerschwindender Determinante existiert 
also ein und nur ein reziprokes System R. Seine Elemente sind 
samtlich Determinanten zweiter Ordnung, dividiert durch die ganze 
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Determinante; und zwar sind jene nenn Zahler die samilichen neun 
Determinanten zweiter Ordnung, welche man ans dem Eoeffizienten- 
BjBteme von j^ ^ 

S = (a', 6', c'l 
Va", 6", cV 
durch Fortlasflxmg je einer Zeile und einer Kolonne bilden kann. Man 
erhalt allgemein den Zahler desjenigen Elementes von B, welches in der 
i^*^ Zeile und der k*^ Kolonne steht, dadurch, dab man in fif die X;^ Zeile 
und die i*^ Kolonne fortlaXst und ans den übrigbleibenden vier Elementen 
die Determinante zweiter Ordnung bildet. Durch diese Angabe sind die 
Elemente von B bis auf ihre Vorzeichen gegeben, wir werden anch 
diese im allgemeinen Falle durch eine einfache Vorschrift bestimmen. 
Hier erhalt man eine leichtere vollständige Vorzeichenbestimmung 
durch die folgende Überlegung: Ersetzt man in denjenigen Qleichungen (7), 
deren rechte Seiten gleich eins sind, die neun unbekannten durch ihre 
Werte aus (8) und multipliziert dann mit dem gemeinsamen Nenner, 
so ergeben sich die Identiiaten 



(9) 



b\ h" 



a\ a' 



a\ a" 
V, 6" 



+ 6' 






6", h 



+ b" 



b, b 



a, a 

a, a 

b, b 



D 



D 



D. 



Es sind also die gesuchten Zähler der Elemente von B nichts anderes als 
die Entwickelungskoef&zienten von D nach den Elementen ihrer ersten, 
zweiten und dritten Horizontalreihe, oder, was dasselbe ist, jede dieser 
neun Determinanten ist der Koeffizient eines der Elemente in der Enfc- 
wickelung der Determinante D. Man nennt diese neun Determinanten 
zweiter Ordnung, welche man aus den Elementen der Determinante 2> 
bilden kann, XJnterdeterminanten von D, auch Snbdetermi- 
nanten oder Partialdeterminanten. und speziell bezeichnet man 
den Koeffizienten eines bestimmten Elementes in der Entwickelung von D 
als die diesem Koeffizienten adjungierte ünterdeterminante 

oder seine Adjunkte. So ist z. B. 



mentes &, die Determinante 



a, a' 
6, V 






die Adjunkte des Ele- 
a', a" 

die Adjunkte von c" n.s. w.; man 



bezeichnet diese Beziehungen kurz durch die Gleichungen 



a\ a" 



= adj6. 



a, a' 
6, 6' 



adjc. 



§ 1. Die reziproken imd die a^ungierten Systeme. 
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Dann kaim man das zu S reziproke System anch folgendermaisen 
schreiben: 



adja 
D ' 




a^ja" \ 
D 






aOjft" 


a4}c 
D ' 


a4je' 


adjc" 
D ) 



Abgesehen Yon dem gemeinsamen Nenner D sind abo die Elemente der 
Horizontalreihen von R die Adjunkten der Elemente der entsprechen- 
den Yertikalreihen von 8. 

Ans der Nator der adjungierten ünterdeterminanten ergibt sich 
aber noch eine andere Schreibweise derselben. Falst man nämlich die 
Elemente von 8 ab Variable anf , so erhält man offenbar durch partielle 
Differentiation der ersten Gleichung (9) nach (a, a\ a") 



,. 16', 6" 



dD 



adj a' = 






dB 



adja"= 



6,6' 
c, c' 



dD 



und entsprechende Gleichungen gelten fOr die anderen sechs Zahler. 
Hiemach ist jp- 



u.s.w., wenn ID den natürlichen 



D'Tä Wä 

Logarithmus Ton D bezeichnet; und da entsprechende Gleichungen fOr 
die übrigen Elemente von B gelten, so erhalt man auch die folgende 
Darstellung des zu 8 reziproken Systemes 



(10) 



B = 





diD 


da" 


dlD 

IF' 


-W' 


dlB 

db" 


diD 




de" 



Wir hatten das zu 8 reziproke System zunächst einseitig durch 
die Gleichung B8=^E definiert. Es ist aber leicht zu zeigen, dafs 
diese Systeme yertauschbar sind, und hierdurch erst wird der Name 
,9 reziprokes System^' gerechtfertigt. 

Es sei nämlich Q das reziproke System zu 12, d.h. das System, 
ftr welches ^^^^ 

ist Komponiert man nun beide Seiten dieser Gleichung hinten mit 
dem Systeme 8, so erhält man 

QB8=^ Q{B8) ^QE^E8^8] 
es ist also 

Q^8 
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Das reziproke System Q des reziproken Systemes B Yon 8 
ist also das ursprüngliche System S. 
Oder das zn S reziproke System 12 ist mit 8 vertanschbar, denn es ist 
(10a) BS^SB^E. 

Man kann demnach das reziproke System zn 5 als das- 
jenige definieren^ welches mit S in irgend einer Reihenfolge 
komponiert das Einheitssystem ergibt. 

Geht man in der Definitionsgleichong (10a) von B zn den Deter- 
minanten über^ so ergibt sich 

Die Determinante des reziproken Systemes ist das Reziproke 
der Determinante des ursprünglichen Systemes« 

Sind P^ und Q^ die zn P.nnd Q reziproken Systeme^ so ist das 
za PQ reziproke System gleich QiPi, denn es ist 

und das Entsprechende gilt für mehr als zwei Systeme. Man hat 
also den Satz: 

Das reziproke System zu einem aus zwei oder mehreren 

anderen komponierten Systeme entsteht durch Komposition 

der Reziproken in umgekehrter Reihenfolge. 

Dem reziproken Systeme sehr nahe steht das sogenannte adjungierte 



1 



System 

(11) Ä^ 



(\ b', b" I, 1 6", b\, \b, b' W fadj a, adj a', adj a"^ 



8dj6, adj 6', adj&" 
adjc, adjc', adjc"> 



c',c"\, \c",c\, \c,e'\ 
{\a',a"\, \a",a\, \a,a'\ 

welches direkt aus den adjungierten ünterdeterminanten gebildet ist 
Dasselbe geht aus dem Reziproken dadurch hervor^ dais man jedes seiner 
Elemente mit der Determinante D multipliziert^ oder^ was offenbar 
dasselbe ist, indem man jenes System mit dem Diagonalsysteme 



(D) 



/D, 0, Ox 
(0, D, 0) 
Vo, 0, D/ 



Tom oder hinten komponiert Es ist also 

(12) A=^{D)B='B(D) 

die Gleichuni;, dorch die das reziproke nnd das adjungierte System 
zusammenhangen. Aus den beiden Gleichungen 
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folgt, indem man die erste Tom, die letzte hinten mit dem Systeme (D) 
komponiert nnd (12) berücksichtigt 

(13) Ä8^8A^{D). 

Das zu S adjongietiye System ist also dasjenige, welches, 
mit 8 in ii^end einer Reihenfolge komponiert, das „zu 8 ge- 

/D, 0, Ov 
hörige '^ Diagonalsystem 1 0, D, Ol ergibt. 



/D, 0, Ov 

0, D, ) 

VO, 0, D/ 



Geht man in der Gleichung (13) zu den Determinanten über und 
beachtet, dals die Determinante des Diagonalsystemes (D) offenbar 
gleich D^ ist, so ergibt sich | J.|.jD = jD', oder 



MH 



\Kh"\, \b",b\, |&, 6'| 
W, e"\, \e", c\, \e, e'\ 
la',a"\, \a",a\, \a,a'\ 



Diese merkwürdige Determinantenrelation ist zuerst von Lagrange ent- 
deckt worden. 

Da sich das reziproke System von dem adjungierten nur durch 
den Nenner D unterscheidet, so besteht auch für dieses der Satz: 

dafs das adjungierte System eines Produktes mehrerer Systeme 
gleich dem Produkte aus den adjungierten Systemen der Fak- 
toren, aber in umgekehrter Reihenfolge, ist. 

Wir wollen endlich noch versuchen, das adjungierte System zu Ä^ 
d h. dasjenige System Ä zu bestimmen, welches, mit A komponiert, 

/D«, 0, 0' 
das zn A, gehörige Diagonalsystem, also das System 
ex^bt. SiS muJjs also sein 

2A = (D») = (D)(2)). 



/D», 0, Ov 
( 0, D*, ) 
\0, 0, DV 



Komponiert man aber diese Qleichnng hinten mit 8 nnd berück- 
sichtigt, dab AS =• (D) ist, so ergibt sieb 

Z(D) = (D)S(2)), 

oder -wenn man anf beiden Seiten hinten mit (X>)~'^>=> (-^j komponiert, 

I==(P)8 = (JDa,Db,De). 
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D. h. das adjungierte System des zn 8 adjnngierten Systemes entsteht 
ans dem Systeme S dadurch^ dals man jedes seiner Elemente mit der 
Detenninante multipliziert. Also es ist 

/adj adj a, adj adj b, adj adj c \ /Da, Db, De \ 
ladjadja', adj adj 6', adj adj c' ) = ( Da', DV, De' Y 
\a4j adj a", adj adj 6", adj acy c"/ \Da"] Db", De"/ 

Jede ünterdeterminante des Systemes (11) der Adjongierten ist also 
gleich der ganzen Determinante multipliziert mit einem Elemente der- 
selben. So ist z. B. 



adj adj a = 







c", c 




c, c' 




adj 6', adj b" 
a^jc', adjc" 


= 


a",a 
b",b 


9 


a,a' 
a, a' 
b,V 


= a 









Anf diesem Satze beruht die merkwürdige Tatsache, dals bei der 
ersten Anflösnngsmethode der Gleichungen /"«O, f^^O, f"=^0 in 
§ 1 der siebenten Vorlesung die Ausdrücke, welche sich f&r x und y 
ergaben, im Zähler und Nenner aufser einer Determinante dritter 
Ordnung beide den überflüssigen Faktor c enthielten. 

Komponiert man ein System S r Male mit sich selbst, so soll das 
Resultat mit S^ bezeichnet werden. Dann besteht für alle positiTen 
ganzzahligen Exponenten r und ^die Gleichung 



8 



r+t^ 



8' 8'. 



Diese Gleichung bleibt auch für negative oder yerschwindende Werte 
der Exponenten bestehen, wenn man wieder 

setzt und Abb zu 8 reziproke System mit 8"^ bezeichnet; nur muJs 
dann natürlich die Determinante von 8 als von Null verschieden vor- 
ausgesetzt werden. Dann ist nämlich (vergL die Ausführungen auf S. 45) 

{8'y ist. Es ist also auch S"** 

ein beliebig gegebenes System, so soll das 



wenn 8 ' 

zu ig'. 



das reziproke System 



(a, 0, e \ 
a\ V, 0' ) 



transponierte oder konjugierte System stets durch 8 bezeichnet werden, 
so daJB also 
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ist. Ein System heilkt symmetrisch, wenn es seinem konjugierten 
gleich ist, d. h. wenn seine Horizontahreihen den entsprechenden 
Yertikabeihen gleich sind. 

Sind 8^(a, b, c), T^{a, «', a") zwei beliebige Systeme, so 
folgt ans der Gleichung 



//ö, b, c \ /a, a\ a\\ /a a + ß b + y c, ...\ 

(ST)« (a', 6', c')lß, ß\ /J")U(«'a + /l'6 + /c,...) 
\Va", 6", cV Vy, y', y V / \a"a + ßH + y''c, . . / 

\a", /J", yV Vc, c', c"/ 
der Satz: 

Ist ein System ans mehreren Faktoren zusammengesetzt, 
so ist das konjugierte System ans den konjugierten Faktoren, 
aber in umgekehrter Reihenfolge, zusammengesetzt. 
Ist 8 ein beliebiges System von nicht verschwindender Deter- 
minante, 8"^ das reziproke System, und geht man in der Qleichung 
S'^^S^^E UL den konjugierten Systemen über, so folgt aus dem soeben 
bewiesenen Satze, da das Einheitssystem symmetrisch ist: S{8~'^) = E] 
da aber anderseits 8{Sy^^E ist, so folgt die Gleichung 

Ist ako 8 ein beliebiges System von nicht yerschwindender Deter- 
minante, so ist das reziproke System zu seinem koiqugierten gleich 
dem konjugierten System zu seinem reziproken; die beiden Übergange 
zu dem konjugierten und zu dem reziproken Systeme sind also mit- 
einander yertauschbar. 

§2. 

Die hier betrachteten Systeme können ebenso wie diejenigen von 
der zweiten Ordnung in elementare dekomponiert werden, wenn man, 
was zunächst stets geschehen soll, ihre Determinante als yon Null 
yerschieden yoraussetzt. Jedoch werden wir hier, entsprechend dem 
jedesmaligen Zwecke der Untersuchung, zwei yerschiedene Arten yon 
Systemen als elementar ansehen und durch sie alle anderen darzustellen 
suchen. 

Kronacker, Detennlnftiiten. 10 



1 
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Für eine erste Art der Dekomposition wollen wir die folgenden 
Systeme 

A -1, (K A 0, -K /l, 1, (K /p, 0, (K 

(I) 1, 0, , (0, 1, ; 0, 1, ; ( 0, 1, 

\o, 0, 1/ Vi, 0, 0/ Vo, 0, 1/ \o, 0, 1/ 

als elementare Systeme ansehen. 

Sie entsprechen yoUkommen den bei den Systemen zweiter Ord- 
nung eingeführten Elementarsystemen, nnr treten hier der Natur der 

Sache nach statt des einen Vertauschongssystemes L ^ ^ j deren zwei, 

nämlich die beiden ersten der Beihe (I) auf. Mit Ausnahme des zweiten 
Systemes dieser Beihe gehen alle anderen unmittelbar aus den ent- 
sprechenden früheren Elementarsystemen 

(rJ> a;l> (s;?) 


durch hintere Bäiidenmg mit den Elementen hervor. Nun 

0, 0, 1 
ergibt sich aber aus der Eompositionsgleichung für zwei so geränderte 
Systeme 

(a, a\ 0\ /a, 6, 0\ /aa + «'a', ab + a'6', 0\ 
/J, ^', (a', 6', 0U(/Ja + ^'a', /J6 + /J'6', , 
0, 0, 1/ Vo, 0, 1/ V , , 1/ 

dats das neue System genau ebenso gerändert ist, wie das ursprüngliche, 
und dafs die vier übrigen Elemente durch Komposition der beiden Systeme 

y^ ^A und ( | , ,j entstehen. Genau dasselbe gilt für zwei Systeme 

/«, 0, a'\ 
▼on der Form ( 0, 1, |; auch hier besteht die analoge Eompositions- 



0,1,0 5 
V, 0, ß^J 



gleichung 

/«, 0, a\ /a, 0, 6 \ /aa -f a^a\ 0, aß + a'/S'\ 
(la) (0, 1,0 )(0, 1,0) = ( ,1, )• 

V, 0, /}'/ \a', 0, 6V \/Ja + /J'a', 0, ßh + /J'6'/ 

Man erhalt demnach die Regeln für die Komposition dieser Elementar- 
systeme miteinander einÜEU^h aus den entsprechenden fEbr die Systeme 
zweiter Ordnung. 

Zunächst können zu den Systemen (I) sofort auch die beiden 
anderen 
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/l, t, Ox /l, 0, K 

(la) (0, 1, 0) und (O, 1, 0) 

\ 0, 1/ ^0, 0, 1/ 

lunzngenommen werden. Ffir ein ganzzahliges poBitires t folgt nimlich 
mit Bücksicht auf die soeben gemachte Bemerkong nnmittelbar 



1, t, Ox /i, 1, ov 



/l, t, Ux /l, 1, UV 

(2) 0, 1, 0-0, 1, O) 

^0, 0, 1/ VO, 0, 1/ 

Für jeden anderen reellen Wert von t kann jenes System Termittelst 
der schon früher für Systeme zweiter Ordnni^ bewiesenen Oleichong 

/l, t, Ox /<, 0, Ox /l, 1, Ox /i-, 0, 0^ 

(S) (o, 1, o)-(o, 1, o)(o, 1, o) 0, 1, 
Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ ^0, 0, 1/ \o' o; iJ 

durch drei Elementarsysteme dargestellt werden, wahrend das zweite 
System (la) mit dem ersten durch die Gleichung 

/l, 0, t^ A-l, Ox /O, 0, -Ix A-l, Ox/1, <, Ox 

0, 1, U 1, 0, 0, 1, Ol, 0, 0, 1, 

Vo, 0, 1/ ^0, 0, 1/Vl, 0, o>^Vo, 0, 1/Vo, 0, 1/ 

(^^^ A-l, Ox A 0,-1. A-l, Ox 

1, 0, 0, 1, Ol, 0, 
^0, 0, 1/ Vi, 0, 0/ ^0, 0, 1/ 



zusammenhangt. Hier bewirken die drei Torderen Elementarsysteme zu- 
sammengenommen eine Yertanschnng der zweiten xmd dritten Zeile 
nebst Änderung aller Vorzeichen, die drei hinteren eine Yertanschimg 
der beiden letzten Kolonnen nebst einer Zeichenanderang aller Elemente. 
Die beiden ersten Systeme der Reihe (I) werden Yertanschnngs- 
systeme genamit, einmal weil sie aus dem Einheitssysteme durch 
Yertauschung der ersten mit der zweiten bezw. dritten Kolonne 
und darauffolgender Zeichenanderung der letzteren herrorgehen, dann 
aber auch, weil, wie gleich gezeigt werden wird, eine Yordere oder 
hintere Komposition mit ihnen nur eine Yertauschung zweier Zeilen 
oder Kolonnen nebst Änderung des Yorzeichens einer derselben herbei- 
führt Aus den Sätzen, welche f£Lr das entsprechende Yertauschungs- 

system ( ' o) ^ ^^^ Elemente hergeleitet wurden, ergeben sich 

f&T das erste Yertauschungssystem die Gleichungen 

10* 
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(0,-1, (X« ,-1, 0, (K 
1, 0, 0)-( 0,-1, 
0, 0, 1/ V 0, 0, 1/ 

A -1, (K» / 0, 1, Ox A -1, On^-^ 

(4) (1, 0, 0)= -1, 0, oU(i, 0, 
M), 0, 1/ \ 0, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

A-1, (\* A, 0, Ov 

(1, 0, 0)= 0, 1, OU^; 

Vo, 0, 1/ \o, 0, 1/ 

(0,-1, <K /», 6, c \ /-»',-&', -c'\ 

1, 0, a', 6', c')= a, 6, c 

0, 0, l/\i", b", e"/ \ a", b", e"/ 

(4a) ' ' 

(a, b, c \ A — 1, 0\ /b, —a, c \ 

a', b>, c'j 1, 0, 0) = (6', -a', c' )• 

a", 6", c"/ Vo, 0, 1/ \6", - a", c"/ 

Die entsprechenden Gleichungen fOr das zweite YertanBchangsEfTstem 
nntencheiden sich tou den hier fOr das erste gegebenen nur dadurch, 
dab die zweiten Parallelreihen mit den dritten vertauscht sind. Es 
ergibt sich also zunächst unter Benutzung von (la) 

A 0, -Is» /-l, 0, 0^ 

0, 1, = 0, 1, 0) 
\1, 0, 0/ \ 0, 0,-1/ 

A 0, -K» / 0, 0, K A 0, -K-» 

(5) 0, 1, =( 0, 1, 0)=- 0, 1, 
\1, 0, 0/ \-l, 0, 0/ Vi, 0, 0/ 



A 0, -K* 
(O, 1, =i?, 
\1, 0, 0/ 



und fOr die vordere bez. hintere Komposition mit diesem Elementar- 
sjsteme erhalt man die beiden Gleichungen 



(5a) 



A 0, -K/a, b, CN ,-a", -&", -c"x 

(0, 1, (a', V, c')= «', 6', c' 

Vi, 0, 0/Va", 6", c"/ V a, 6, c / 

/«, &, '^ \ A 0, -1\ /c, 6, — a \ 

(a', 6', c')(0, 1, ) = («', b', -a'). 

Vo", J", c"/ Vi, 0, 0/ Vc", b",-a"/ 
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Xomponiert man die beiden Systeme (la) mit einem beliebigen anderen 
Systeme, so geht das neue System ans dem alten dadnrch herror, dals 
zu einer Beilie das <-fache einer ParaUelreihe addiert wird, und 
zwar ist 

(1> ^ ^ /^9 &; ^ \ /öt + 'a'y 6+ <6', c + tc\ 
0, f, 0) a',6',c') = ( a' , V , c' ) 
0, 0, 1/ V,&",cV V a" , V , c" / 

(a, 6, c \ /l, ^ (K /a, 6 + a «, c \ 
a', &', c')(0, 1, 0)-(a', V + a't,e'\ 



(6) 



und die eatsprechenden Gleichimgeii bestehen fBr das zweite Sjstem (la), 
nur dals an die Stelle der ersten und zweiten Zeile bezw. Kolonne 



(0, 1, 0) is 
A,-t, (K VO, 0, 1/ 

0, 1, ; 

y 0, 1/ 

Elementarsysteme darstellbar. 

Sornftoniert man endlich ein System Torn oder hinten mit einem 



die erste nnd dritte tritt Das reziproke System za | 0, 1, j ist 

M), 0, 1/ 
nadi (3) ist dasselbe also ebenfitlls direkt durch die 



/P, 0, (K 
(0, 1, , 
\0, 0, 1/ 



Elementarsysteme (0, 1, ), so entsteht das Eompositionsresoltat ans 



dem ursprünglichen Systeme dadurch, dafs die erste Zeile oder die erste 
Kolonne mit p multipliziert wird. Ferner ist das reziproke System 



(7) 



/P, 0, (K-i 
0, 1, 0) = 
\0, 0, 1/ 



(1 

— t 

p 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 



also auch ein Elementarsystem von derselben Art. 

Nniunehr kami wiederom leicht gezeigt werden, dals jedes System 
/a, 6, c \ 

I a', h', c^ I mit nicht verschwindender Determinante in lanter Ele- 
Va", h", e"/ 
mentarsysieme von der Form (I) dekomponiert werden kann. 

Wir können zn diesem Zwecke schon voranssetzen, daiis in dem 
betrachteten Systeme das erste Element a von Null verschieden ist, da 
dies eni^egengesetzten Falles stets durch Komposition mit einem der 
beiden VertauBchungssysteme erreicht werden kann. 
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Wir wollen zunächst zeigen^ daGs dieses System dnrch Komposition 

/a, b, (K 
mit Elementars jstemen auf die Form ja', 6'^ Ol gebracht werden kann. 

Vo, 0, c"/ 
Die Bdchtigkeit dieser Behanptnng folgt unmittelbar ans der Gleichung 



(8) 



x'\ 



1, 0, ^ 



A-l, Ov 1,0,^ /), 0,-lv /o, b, cv- 

1' 0' 0, 1, 0' 1' «'' »'' "') 
Vo, 0, 1/ o' 1 ^1> 0, 0/ Va", 6^ e"/ 



(0, », »x 
0, ., . . 
a, 0, 0/ 



0, 1, y-' "' "/ 0, 1, 

10, 0, 1 J ^' 0' 1^ lo, 0, 1 

1, -|-, 0| fl, 0, - 

0, 1, 0, 1, 
{0, 0, ij [0, 0, 

Die beiden letzten Eompositionen bringen xüunlidi die Elemente b 
and e zum Yenchinnden, wShTend die yier vorderen a, a', a" dorcb 
0, 0, a ersetzen; die vier nenen dnrch Sterne bezeichneten Elemente sind 
rationale Funktionen der neun nrsprünglichen, deren Nenner nnr eine 
Potenz Ton a ist. Komponiert man das so erhaltene System noch 
hinten mit dem zweiten Yertanschnngssysteme, so tritt die erste Kolonne 
an die letzte Stelle, nnd man erhält ein in der oben angegebenen Art 
gebildetes System, welches nnnmehr folgendermaisen bezeichnet sein 
möge 

(9) 

In der vierten Vorlesung war nun gezeigt worden^ wie man ein 
System von vier Elementen ( | ^A durch Komposition mit Elementar- 
systemen zweiter Ordnung in ein Diagonalsystem \*^ ^j transformieren 

kann. Rändert man nun alle dort auftretenden Systeme mit 0, 

0, 0, 1 
wodurch sie in Systeme dritter Ordnung übei^ehen^ so erhalt man 
unter Benutzung yon (1) die ÜberfQhrung des Systemes (9) in ein 
Diagonalsystem dritter Ordnung. Nimmt man nämlich Q^O an, was 
eyentuell durch Komposition mit dem ersten Yertauschungssysteme stets 
erreicht werden kanU; so ergibt sich die folgende Dekomposition 

A-l, Ovfl, ^, oIa-I, Ov /a, b, Ox(l.-r O] /p, 0, Ov 
Vo, 0, 1/ 1 ^0, 0, 1/ Vo, 0, c"/ 1 ^0. 0. rJ 
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wo die Elemente p, q, r rationale Fnnktionen der ursprünglichen nenn 
Elemente sind, welche nur die Nenner a nud a haben können, nud 
auf deren Werte es nicht weiter ankommt. Zieht man diese Gleichmig 
mit (8) zusammen, dann kann man das so sich ergebende Resultat 
folgendermalsen schreiben 

(0,-1, (K /O, 0,-lv /l, t, (X /l, 0, tyi /«, b, «N 
1, 0,0)0,1, 0, 1, 0, 1, a', 6',c') 
0, 0, 1/\1, 0, 0/ M), 0, 1/ M), 0, 1/J ^a",h",c"/ 

(0,-1, (K /O, 0, -K /l, t, (K /l, 0, K-, /p, 0, (K 
1, 0,0(0,1, (0, 1, O) 0, 1, U 0, 2,0U 
0, 0, 1/\1, 0, 0/\0, 0, l/\0, 0, 1/J M), 0, r/ 



(10) 



WO jede der eckigen Klammem ein Produkt yon Systemen bedeutet^ 
welches nur ans den beiden Yertanschnngssystemen nnd den in (la) 
ang^ebenen Systemen besteht 

Endlich kann das Diagonalsystem auf der rechten Seite von (10) 
noch in Elementarsysteme von der Form (I) zerlegt werden; doch 



(p, 0, (K 
0, 1, 
0, 0, 1/ 



müssen hier auch die Systeme yon der Form 10; 1, Ol notwendig 

\0, 0, 1/ 
explicite hinzngenommen werden. Zunächst ist nämlich 

(p, 0, Ov /p, 0, Ov /l, 0, Ov /l, 0, 0>^ 
0, g, 0)=:-(0, 1, (0, q, o)(o, 1, ; 
0, 0, r/ VO, 0, 1/ \0, 0, 1/ M), 0, r/ 

das erste Ton diesen Systemen ist bereits elementar^ das zweite nnd 
dritte kann dnrch vordere nnd hintere Komposition mit den Yer- 
tanschnngssystemen anf dieselbe Form gebracht werden; in der Tat ist 

/l, 0, Ov A -1, Ov /«, 0, Ov /O, -1, V 
0, «, OU 1, 0, 0, 1, 0(1, 0, , 
M), 0, 1/ \0, 0, 1/ \0, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

nnd die entsprechende Gleichung gilt fCLr das dritte System. 
Bezeichnet man also jetzt ganz allgemein jedes System mit 

welches das Resultat der Komposition einer Anzahl der vier Elementar- 
systeme (I), d. h. yon 
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(0,-1, Ox /O, 0, -K /l, 1, (K ^, 0, (K 
1, 0, , (0, 1, , 0, 1, 0), (0, 1, 0) 
0, 0, 1/ \1, 0, 0/ M), 0, 1/ \0, 0, 1/ 

ist, 80 sind die Systeme (la) auch unter diesen enthalten, nnd es ist 
zunächst 



/p, 0, (K 
(0, 2, 0). 
Vo, 0, r/ 



■[«]. 



Femer kann die Hanptgleichimg (10) dann in der Form geschrieben 

werden ^ 

0, 



(a, ö, c \ 
a", 6", cV 



Diese Gleicliimg kann nun dadurch yereinfiacht werden, dab man 
die beiden Systeme \jS\i und [(£], von ihrer linken Seite auf die rechte 
bringt. Zu diesem Zwecke komponieren wir auf beiden Seiten yom mit 
dem reziproken Systeme von [S]^ und hinten mit dem reziproken von \jS\^ 
Dann bleibt links nur das ursprüngliche System stehen, rechts aber erUAt 
man wieder ein Eompositionsresultat von der Form [IE], weil ja die 
Beziproken zu \ji\ und [S], aus den Beziproken der vier Elementar- 
systeme in umgekehrter Beihenfolge bestehen, und diese nach (3), (4), 
(5) und (7) ebenfalls aus Elementarsystemen zusammengesetzt sind So 
ergibt sich abo zuletzt die Gleichung 

/a, 6,. c \ rA-1, 0\A 0,-K /l, 1, (K ^y, 0, (Kn 
(«', &', ^')= 1, 0. 0, 1, 0, 1, 0, 1, O) , 
\a", V\ cV L\0, 0, 1/ Vi, 0, 0/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ J 

und damit ist die am Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen. 

§3. 

Bei einer zweiten Art der Dekomposition sollen von den soeb^i 
betrachteten Systemen (I) nur die drei ersten als elementar angesehen. 

/P, 0. 
werden, dagegen soll statt des vierten 



/p, 0, (X 
(0, 1, 0) 
M), 0, 1/ 



das folgende System. 



/ 


0, 


0" 


0, 


1 

- } 

X 





0, 


0, 


1 



hinzugenommen werden. Jetzt soUen also die yier Systeme 



(0,-1, (K /O, 0,-K /l, 1, (K 
1, 0, , 0, 1, ; 0, 1, ; 
0, 0, 1/ Vi, 0, 0/ Vo, 0, 1/ 



0, i, 



§ 8. Die Elementanyateme zweiter Art. 153 

0, 0- 



10, 0, 1. 

als elementare angesehen werden. Auch hier können die beiden Yor- 
her unter (la) aufgeführten Systeme 

4, 0, *N 
(Ha) 



/l, t, (\ A, 0, K 

(0, 1, O) and (0, 1, 0) 
Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 



hinzi^ezogeii werden, denn ans der leicht verifizierbaren Eompositions- 





0, 





0, 


1 

— y 





.0, 


0, 


1 



0, 1, 

Vo, 0, 1/ 



1 

X 


0, 





0, 


«, 





lo, 


0, 


1 



I 

/l, ±T», 0^ 

. 0, 1, 

Vo, 0, 1/ 



folgt ja, dalfl fttr ein positires oder negatives t ■■ 
Systeme durch die elementaren mid 



0, 1, 

Vo, 0, 1/ 



± T* das erste jener 
darstellbar ist; da 



aber jenes letzte System nach der aus (4 b) auf S. 67 dnrch Banderoog 
folgenden öleichnng 

/1,-1, (X /0,-l, (K'/l, 1, (K A-1, (X /l, 1, (K A-l, (K 
0, 1, U(l, 0,0 0,1,0 (1, 0,0 0,1,0 1, 0,0) 

Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

seinerseits durch die Elementarsysteme darstellbar ist, so ist unsere 
Behauptung für das erste System (IIa) erwiesen. Für das zweite folgt 
ihre Richtigkeit ganz analog unter Benützung von (la) auf S. 146. Auch 
die Beziproken zu diesen sechs Elementarsystemen können wieder durch 
elementare dargestellt werden; dies war für alle früheren bereits be- 
wiesen worden; für das neu eiugeführte folgt dieselbe Tatsache aus der 
Gleichung 



t, 0, 0- 
0, i-, 


—1 


r 1 \ 

0, T, 


0, 0, 1. 




[o, 0, ij 



Um nun .die Darstellbarkeit eines Systemes durch diese Elementar- 
systeme (n) zu untersuchen, gehen wir aus von der vorher gefundenen 
Eompositionsgleichung (10) auf S. 151, wo auf der linken Seite in den 
eckigen Klammem bereits lauter Elementarsysteme auftreten. Schaffen 
wir diese Elementarsysteme wieder dadurch auf der linken Seite fort; 
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dals wir auf beiden Seiten mit ihren Beziproken yom bezw. hinten 
komponieren^ nnd berücksichtigen wir^ dais aach die reziproken Systeme 
durch elementare darstellbar sind, so erhalten wir eine Gleichung 



(1) 



/a, b, e \ _ /P» 0, (K _ 
a', &', c')=iE){0, q, 0)iE), 
\i", b", c"/ Vo, 0, r/ 



wo jetzt zur Abkfirzimg mit E u^end ein aus den Elementaraystemeai (II) 
komponiertes System yerstanden werden solL Das Diagonalsystem rechts 
kann nun noch folgendermalsen dekomponiert werden: Es ist 



/p, 0, (K /pgr, 0, (X 

0, q, = 0, 1, 

\0, 0, r/ \ 0, 0, 1/ 



0, 



0, qr, 
0, 0, 1 



fl, 0, 0^ 
0, i 







[0, 0, r] 



Hier ist das zweite System rechts bereits elementar; das dritte ist 
wegen der Gleichnng 



1, 


0, 0' 


0, 


i, 


.0, 


0. r 



0, 1, 0, |, 0, 1, 0) 
\1, 0, 0/ 1 ^1' 0, 0/ 



ans elementaren zusammengesetzt; nimmt man diese yier Systeme 
also in (1) zu dem hinteren Systeme (JE) hinzu, so erhalt man die 
Gleichung 

/a, h, c\ _ ypqr, 0, (K _ 
(2) a', 6', c^)-{E)l 0, 1, 0)(E). 

\a", V\ c''J \ 0, 0, 1/ 

Geht man nun in dieser Gleichung von den Systemen zu ihren 
Determinanten über und berücksichtigt dabei, daCs die Determinanten 
der yier Elementarsysteme (II), mithin auch die der beiden Systeme {ßi) 
gleich eins sind, so erhält man die Gleichung 



(2a) 



jpgr=:|a,6,c| = A, 



d.h. das Produkt |> 2 r ist gleich der Determinante des zur Dekom- 
position Yoi^legten Systemes; jene drei Grölsen p, q, r sind also ftlr 
nicht yerschwindende Determinanten notwendig yon Null yerschieden. 
Es sei nun die Determinante des yoi^elegten Systemes zunächst 
gleich eins, so ist pqr « 1, d. h. in der Gleichung (2) ist das mittlere 
System das Einheitssystem und kann also fortgelassen werden, unter 
dieser Voraussetzung geht demnach die Gleichung (2) über in 
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(a, b, e \ 
a', V, c' ) 
a", V, c"/ 



= iß), 



d.L jedes System mit der Determinante eins, oder was dasselbe ist^ 
jedes ^xuiimodiilare^ System ist in Elementarsysteme von der Form (ET) 
dekomponierbar. 

Ist nun das System kein unimodnlares; d. h. ist A eine Yon eins 
yerschiedene nicbt verschwindende Zahl, so ist jedes der beiden Systeme 



(1 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 



/a, 6, c \ /a, 6, c \ 

( a', Vi e'] imd ( o', 6', c' ) 
Va", 6", e"J V«", 6", e"J 



(1 


0, 





0, 


1, 





lo, 


0, 


1 



offenbar ein nnimodtilares; jedes dieser beiden Systeme kann also in 
elementare dekomponiert werden. Komponiert man mm die beiden 
80 sich ergebenden Gleichnngen 



«', &', e'UiE), a', 6', c' ) 
a", b", c"/ \a", b", c"/ 



A- 0, 

0, 1, 

.0, 0, 1) 

Tom bezw. hinten mit dem Systeme 



(1 


0, 


o" 


0, 


1, 





.0, 


0, 


1 



(£) 



(A). 



/A, 0, (K 

0, 1, 0), 
\0, 0, 1/ 



so ergeben sieb die beiden fftr die Folge sehr mohtigen Gleichungen 
(3) (a', b', c'V(A)(-E)=(^)(A)- 



§4. 

Die im yorigen Abschnitte zuletzt durchgefOhrte Dekomposition 
eines Systemes von neun Elementen kann nun in doppelter Weise zur 
Herleitung der Inyarianteneigenschaften der Determinante benutzt 
werden. Wir woUen zunächst wieder nach einer Funktion der neun 
Elemente eines aus zwei anderen 8 und T komponierten Systemes fragen, 
fBr welche die Reihenfolge der Komposition ohne Einfluls ist^ d. h. nach 
einer Funktion F{ST), ftlr die 



156 Neunte YorleBong« 

(1) F{ST)^F(T8) 

ist. Die Fmiktion F soll also eine Inyariante der Äqniyaleiiz 

(la) 8T<^T8 

für zwei oder mehr komponierte Systeme sein. 

Für eine solche Funktion F sind somit zwei Systeme als äquivalent 
anzusehen^ wenn sie, abgesehen von der Reihenfolge, als Eompositions- 
resultate derselben Systeme dargestellt werden können. 

Wir denken uns nun das betrachtete System 8 mit der nicht 
verschwindenden Determinante A nach (3) des letzten Paragraphen 
zerlegt; dann ist 

(lb)_ 'S=(J)(A), 

WO (JE) nur aus den Elementarsystemen zweiter Art in (II) auf S. 153 



komponiert, und (A) 



/A, 0, (K 
= 0, 1, o) 

\0, 0, 1/ 



ist. Dann zeige ich sofort^ 



dals jedes der vier Elementarsysteme (11), also auch das System (E) 
in (Ib), fdr die Funktion F, d. h. bei Abstraktion von der Reihenfolge 
der Kompositionen dem Einheitssysteme oder einem Yertauschungssysteme 
äquivalent ist. Offenbar braucht diese Tatsache nur f&r das dritte und 
das vierte von diesen Elementarsystemen bewiesen zu werden, da die 
beiden ersten selbst Yertauschungssysteme sind. 

Dieser Beweis ergibt sich zuiuLchst für das vierte Elementar- 
system aus der Dekomposition 



0, 



0\ 




0, 
1 

T 
10, 0, IJ 

denn es ist ja 
Kompositionen 

t, 0, 0' 
0, |, - 
,0, 0, 1, 



A, 0, (K A-l, (K f , 0, / 0, 1, (K 

. 0, 1, Ol, 0, 1 -1, 0, , 

M), 0, 1/Vo, 0, 1/ 1^ ^> ^' ^^ 

hiemacli bei Abfstraktion von der Reihenfolge der 



/t, 0, (X 

0, 1, 

\0, 0, 1/ 



r 1 

T' 


0, 


V 




0, 


1, 





lo, 


0, 


1 




um nun dasselbe auch für das dritte Elementarsystem 

zu zeigen, beachten wir, dafe dasselbe ans (J' J) durch die auf 

S. 146 angegebene Randerung entsteht, und dafs es deshalb genügt^ 
den Beweis für dieses System zweiter Ordnung zu führeiL Nun ist aber 
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\o' 1/ ( 0, 1/ (o' 1/ ( o] 1/ "^ \o, ir 

ako bei yeranderter Reihenfolge der Eomponenten, da ( ^' Yj » J? ist. 



ferner ist 



\o[ i) \i, o) (o^ i) \i, o) \o[ i) \i[ o) ~ ^• 

Also folgt bei Abstraktion Yon der Reihenfolge der Kompositionen die 
andere Äquivalenz 

(J; })*-(-?: J)- 


nnd wenn man (2) berücksiditigt and mit ifindert, so ergibt 

sich in der Tat 0, 0, 1 

/l, 1, (K / 0, 1, (K /O, -1, (K» 
0, 1, ~ -1, 0, 0)-. 1, 0, o). 
\0, 0, 1/ \ 0, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

Unter Benntzm^ dieses Resultates folgt also ans der Gleichung (Ib) 
die Äquivalenz 



8. 



A -1, (X A 0, -1\) /A, 0, (K 
1, 0, 0, 1, o) (o, 1, o), 
Vo, 0, i/Vi, 0, 0/1 \o, 0, 1/ 



wo das in gewundenen Klammem stehende System aus einer beliebigen 
AmaiTil von Yertauschungssjstemen besteht Jedes dieser Systeme 

/A, 0, (K 
bewirkt aber nur eine Permutation der Zeilen von (0, 1, |: die 



/A, 0, Ov 
(O, 1, ;di€ 
\0, 0, 1/ 



gesuchte Invariante F(8) kann somit nur eine Funktion der Determi- 
nante A von 8 sein. Da aber der Produktsatz lehrt, dals die Determi- 
nante A und damit auch jede Funktion von A in der Tat von der 
Beiheaafolge der Komposition unabMngig ist, so ergibt sich das wich- 
tige Resultat: 
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Eine Funktion der nenn Elemente des Systemes 



(a, ö, c \ 
a\ l\ c' ) 
a", V\ cV 



ist dann und nur dann von der Reihenfolge der Komponenten 
nnabMngig; wenn sie eine Funktion seiner Determinante A ist, 
wenn also jene Elemente allein in der Verbindung A auftreten 

§5. 

Die Dekomposition in Elementarsysteme von der Form QJ) kann 
zweitens benützt werden, um weitere Invarianteneigenschaften der De- 
terminante hervortreten zu lassen, welche dann zu einem yollstandigen 
Systeme charakteristischer Eigenschaften derselben führen. 

Bringt man nämlich in der Gleichung (3) auf S. 155 die Elementar- 
systeme auf die linke Seite, was ja durch Komposition mit den 
Beziproken geschehen kann, so erhalt man zwei Gleichungen, welche 
folgendermaCsen geschrieben werden können 

_ /a, 6, c \ /Ä; 0, (X 

(1) {E)(a\ 6', o')- 0, 1, 

\a", V\ cV Vo, 0, 1/ 

/a, 6, c \ _ /A, 0, (K 

(2) (a\ l\ c')(^)= 0, 1, OV 
\a\ V\ e'/ \0, 0, 1/ 

Definiert man also zunächst zwei Systeme ab äquivalent, wenn das 
eine in das andere durch hintere Komposition mit den Elementar- 
systemen (11) übergeführt werden kann, so folgt aus der zweiten Glei- 
chung die Äquivalenz 

/a, 6, c \ /A, 0, (K 

(3) U', 6', c'l- 0, 1, Ol 
\a", V\ cV Vo, 0, 1/ 

Sucht man daher eine Invariante dieser Äquivalenz, d. h. eine Funktion 

6, 
J{a, h, e) der neon Elemente ( a', b', c' \t welche ihren Wert nickt 



\i", b", c"/ 



ändert, wenn sie hinten mit einem der yier Elementarsysteme (H) 
komponiert wird, so kann das nnr eine Funktion der Determinante 
sein, denn nach (3) ist notwendig 

(o, b, c \ /A, 0, (K 

o', b', c')==j{ 0, 1, Ol- 
a", b", c"/ Vo, 0, 1/ 



§ 6. Die charakteriatischen Eigeniohaften der Determinante. 
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Da nun jene Funktion J* nur nngeandert zu bleiben braucht bei der 
Komposition mit jenen vier Elementarsystemen, so ist für das Besteben 
der öleicbui^; (4) nur das der folgenden vier Gleichungen erforderlidi 

(o> 6> c \ //»> ^> \ /J»— 1> 0\\ /h, — o, c \ 

a', 6',c')=.J- a', 6',c')(l, 0, o)| = J 6', -a', c' ) 
a", b", e"/ \\a", b", c"/ \0, 0, 1// \b", - a", c"/ 

(a, b, e \ //a, b, c \ A), 0,-l\\ /c, b, -a \ 

a', b',c' ) = J[{a', b',c' )(0, 1, 0)|-j(c', 6', -a' ) 
a", b", c"/ ya", b", c"/ Vi, 0, 0// \c", b", - a"/ 

(», *> « \ //»> &» c \ A, 1, 0\ \ /«, a +b, e\ 

a',b',€']^J[(a',b',c')(0, 1, O)l = j(o', a' + 6', c' ) 
a",b",c"/ \V,6",c"/\0, 0, 1// \t",a"+b",c"/ 



Ist also J{a, &, c) eine Funktion der neun Elemente (a, h, c), welche sich 
nicht ändert, wenn für die erste Kolonne die zweite oder die dritte gesetzt 
wird und zugleich für diese die negativ genommene erste^ wenn femer 
die erste Kolonne zur zweiten addiert wird^ und wenn endlich die 
erste Kolonne mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p 
dividiert wird; so mufs J eine Funktion der Determinante sein. 

Für die vordere Komposition mit Elementarsystemen; d. h. fdr die 
Äquivalenz 

^, <^ \ _ /a^ 6, 

m 



/a, ö, c \ _ /a, ö, c \ 
ja', 6', c^)^(E){a\ V, c' ) 
Va", 6", cV \a", 6", cV 



ergibt sich ganz ebenso: Ist J{a^ b, c) eine Funktion der neun Ele- 
mente (a, b, c), für welche die vier Gleichungen erfüllt sind 

/a, 6, c X /- a', - b\ - c\ /- a", - b", - c\ 

(6) j{a\ V,c' ) = J( a, b, c ) -j( a\ b\ c' ) 

\i",b",c"/ \ a", &", cV V a, b, c) 



/a + a', 6 + 6', c+c\ 
\ a\ b\ o' ) = 



jpa, 1)6, pc 



^< 


j'' 


1-c' 


P 


a". 


b", 


c" 



80 besteht notwendig die Gleichung 
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/a, b, c \ /A, 0, (K 

(a', 6', c' Uj(0,- 1, ; 
\a", 6", c"/ Vo, 0, 1/ 



d. h. eine Funktion «/(a, &, c), welche nngeändert bleibt; wenn man 
die zweite oder die dritte Zeile darch die erste nnd zugleich die erste 
durch die negativ genommene zweite oder dritte Zeile ersetzt, wenn 
man femer zn der ersten Zeile die zweite addiert, und wenn man end- 
lich die erste Zeile mit p multipliziert und zugleich die zweite durch p 
dividiert; kann nur eine Funktion der Determinante sein. 
Setzt man schlielslich noch in beiden Fällen fest; dals 



(6a) 



/A; 0, (K 
0, 1, = 

Vo, 0, 1/ 



sein soll; so ist durch diese und durch jede der beiden obigen Be- 
stimmungen jene Funktion als die Determinante selbst charakterisiert. 
Dab umgekehrt die Determinante | a; 6, c | die hier angegebenen beidea 
Klassen von charakteristischen Eigenschaften wirklich besitzt, ist schon 
oben aus der Auflösung der linearen Gleichungen hergeleitet worden. 
Man hat somit in der Determinante eines der in der Mathematik 
nicht häufigen Beispiele dafOr; dafs eine Funktion durch eine Anzahl 
von Eigenschaften völlig eindeutig bestimmt ist. 

Diese beiden Klassen von charakteristischen Eigenschaften können 
auch durch äquivalente ersetzt werden, welche für die Anwendungen 
vielfach bequemer sind. Man kann nämlich den Satz aussprechen: 

/a, b, c \ 
Eine Funktion Jla\ b\ c' J; welche in den Elementen 
Va", 6", cV 
der ersten Zeile homogen und linear ist, und bei Yertauschung 
der ersten Zeile mit der zweiten oder dritten nur ihr Yor- 
zeichen ändert; unterscheidet sich von der Determinante nur 
durch einen konstanten Faktor. 
In der Tat kann man zeigen, dals aus diesen Eigenschaften die in (6) 
angegebenen unmittelbar folgen. Offenbar sind nämlich die folgenden 
Gleichungen nur eine Folge der soeben über J gemachten Voraussetzungen 



(7a) j(a', &'; c') = -j(a, b, c ) = j( a, 6, c ) 
Va"; 6"; cV ^a"; b", cV V a", 6", c"/ 

.a, &, c . .a"; 6"; c\ /-a", -6^ -c'\ 

(7b) jla', b\ cM = -jr(a', b\ c')=j( a\ b\ cM, 
^a", 6", c"/ Va, 6, c / V a, 6, c) 



g 6. Die charaUeriBtischeii EigenBchaften der Detenninante. 
ferner folgt «ob denselbeu Annahmen sofort 
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Va", 6", c"J Va", 6", c"/ 



0; 



and da cT* in den Elementen {a, h, e) homogen nnd linear ist, 

.a + a\ 6 + 6', e + c\ ,a, 6, c \ ,a\ 6', c\ 

(7c) J[ a', V, c' ]^j(a>, V, c') + j(a', 6', c' \ 

^ a", 6", e" ' Vo", 6", c"/ Vo", 6", c"/ 

(a, 6, c X 

a', 6', c' ; 

a", 6", c"/ 



Mu derselben Eigenschaft Ton J ergibt sich endlich 



(7d) J- 






=pj 



— a , —6', —c' 



^^pJ 



«, 6, 
a", 6", 



i«' 



^ \a",b",c"/ \a", 6", cV 



Da aber diese Gleichmigen mit den entsprechenden in (6) überein- 
stmunen, so muls die Gleichung bestehen 



/a, 6, c X /A, 0, Ox 

^(a', h', c' UeTfo, 1, ; 

Va'', 6", cV Vo, 0, 1/ 



ans dieser Gleichung folgt endlich nach der ersten Eigenschaft yon J 

6, c N A, 0, 0> 

e7(a' 6', c'l = Ac7^|0, 1, 0| = A.a 



r(a', 6', c')-Aj(0, 1, 
Va", 6", cV ^0, 0, 1/ 



Damit ist dieser Satz bewiesen. 

Fügt man zu den obigen Eigenschaften noch als letzte Bedingm^ 
hinzu, dals J (E) » 1 sein soll, so ist auch durch sie die Determinante 
eindeutig bestimmt. 

Ganz ebenso kann man, wie man ohne weiteres erkennt, die 
Determinante auch durch die entsprechenden Eigenschaften in Bezug 
auf ihre Yertikalreihen vollständig definieren. Es gilt mtmlich der 
Satz^ der durch die analogen Schlüsse bewiesen wird: 



Kroneoker, Determinanten. 
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Eine Fnnktion J \ a\ V, e' ) der neun Elemente eines 



(a, 0, c \ 
< V. C ) 
a", V\ c''J 



Systemes (a, 6, c), welche homogen und linear ist in Bezug 
auf ihre erste Kolonne^ welche bei der Vertauschung der 
ersten mit einer anderen Yertikalreihe nur ihr Zeichen ändert^ 
und welche für das Einheitssystem den Wert eins hat, ist der 
Determinante jener neun Gh-often gleicL 

Aus diesen beiden Sätzen flieist ein sehr natui^emalser Beweis des 
Multiplikationstheoremes: Ist nämlich die Funktion J(ß) gleich der 
Determinante Yon 8j so besitzt sie die soeben charakterisierten Eigen- 
schaften und zwar f&r die Zeilen und für die Kolonnen. Betrachtet 
man nun dieselbe Funktion für ein komponiertes System 



/« a + 6 /J + c y, a a' + 6 /J' + c /, a a"+6 /J" + c /\ 
= e7"(a'« + 6'/J + c'y, a' «'+ 6' /J' + c' /, a' «"+ 6' /}" + c' /' l 

so ist siC; ab Funktion der Elemente des ersten Systemes betrachtet^ 
homogen und linear in Bezug auf die erste Zeile desselben, weil 
die drei Elemente a, &, c rechts nur in der ersten Zeile auftreten; femer 
ändert sie ihr Zeichen, wenn z. B. (a, &, c) mit (a', &', c') rertauscht 
werden, weil ja dann auf der rechten Seite die erste mit der zweiten 
Zeile yertauscht wird. Es ist also c7((a, 6, c)(a, a\ a")) gleich J{ay 6, c), 
multipliziert mit einem yon dem ersten Systeme unabhängigen Faktor. 
Da aber diese Funktion in Bezug auf die Yertikahreihen des zweiten 
Systemes genau dieselben Eigenschaften hat, so ist jener zweite Faktor 
durch J{aj a\ a") teilbar; es ist also 

J((a, 6, c)(«, «', «")) = C'J{a, 6, c) J(a, «', «"); 

wo der Faktor C von den Elementen beider Komponenten unabhängig 
ist. Setzt man also, um ihn zu bestimmen, die beiden Systeme (a, h, e) 
und (a, a\ a") gleich dem Einheitssysteme, wodurch ja (a, 6, c) (a, a', a") 
ebenfalls gleich E wird, so ergibt sich 

und damit ist der Multiplikationssatz yollstandig bewiesen. 
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Bestimmmig der KLassenzahl für vordere oder hintere Komposition mit nnimodnlaren 
Systemen. — Die Auflösung von drei homogenen linearen Gleichungen mit vier 
unbekannten und konstanten Koeffizienten. — Der Bang der Systeme. — Anwendung 
auf drei nicht homogene lineare Gleichungen und auf die Schnittfignr von Ebenen 

im Baume. 

§ 1. • 

Wir gehen jetzt zu den arithmetischen Anwendungen unserer 
Theorie über, d. h. wir nehmen die Elemente der betrachteten Systeme 
als ganze Zahlen an und untersuchen die Veränderungen, welche sie 
durch Komposition mit ganzzahligen Elementarsystemen erÜEhhren. 
Ebenso setzen wir den Bereich der drei Variablen x, y, vlIb die Oe- 
samtheit aller ganzzahligen Werte derselben voraus; dann entspricht 
diesem Bereiche geometrisch nicht mehr der ganze Baum, sondern nur 
noch die Gesamtheit aller Gitterpunkte P, deren rechtwinklige Ko- 
ordinaten (x, y, 0) ganze Zahlen sind. 

Betrachtet man nun drei andere Variablen (|, tj, g), welche mit 
(x, yy 0) durch die linearen ganzzahligen Gleichungen 

l = A x + II y + v0 

(1) 7i^X'x + iL'y + v' 

i^X"x + ii"y + v"0 

zusammenhangen, so entsprechen allen ganzzahligen Wertsystemen 
(x, y, 0) auch ganzzahlige (|, 17, 0, jedoch wird das umgekehrte im 
allgemeinen nicht stattfinden. Ist nämlich die Determinante des Systemes 
(1, y^y v) von Null yerschieden, und ist 

dy Vy l" 



my m\ m" j 
n, n'y n"' 



das zu (Xy /i, v) reziproke System, so dals also 

11" 
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(m, m\ m" Ux', ,i', i^' )«(0, 1, o) 
^n, n\ n"/\X", i^",v"/ Vo, 0, 1/ 

ist; so erhalt man; wenn man die Oleiclinngen (1) beziehlich mit l, V, l" 
multipliziert und addiert nnd dann entsprechend mit m,fn',m" und 
n, n'; n" verfahrt; die folgenden Ausdrücke Yon (x, y, e) dnrch (1, ij; g) 

(la) y^mi + m'ri + m"t 

und man erkennt sofort; dals allen ganzzahligen Werten von (|; ri, i) 
dann nnd nur dann ganzzahlige (x, y, e) entsprechen werden; wenn 
anch das zu {Xy fi, v) reziproke System (Z; l\ l") ein ganzzahliges ist. 
Da nnn die Determinanten der reziproken Systeme 1 1; ^; i/ 1 nnd 
I ly Vf l" I stets reziproke Zahlen sind; so sind sie dann nnd nur dana 
beide ganZ; wenn sie den Wert ± 1 haben. Ist das aber der Fall, 
so ist das reziproke System sicher ganzzahlig; weil die Determinante der 
einzige möglicherweise in demselben auftretende Nenner ist. Man er- 
halt also den Satz: 

Hangen die ganzzahligen Variablen (x, y, 0) mit (|; t^, ^) 
dnrch eine ganzzahlige Substitution zusammen, so entsprechen 
sich ihre Bereiche dann und nur dann eindeutig; wenn die 
Substitutionsdeterminante gleich ± 1 ist 

Auch hier wollen wir der Einfachheit wegen nur solche Sub- 
stitutionssysteme betrachten; deren Determinante + 1 ist; und diese wie 
froher unimodulare Systeme nennen. Hier tritt nun bei arith- 
metischen Untersuchungen; z. B. bei der Theorie der bilinearen und 
der quadratischen Formen; wieder die Frage auf; welches die einfEUshste 
Form ist; auf welche ein ganzzahliges System 

6, 



(a, 0, c \ 
< K C ) 
a"; 6"; cV 



Yon nicht yerschwindender Determinante durch Komposition mit uni- 
modularen ganzzahligen Systemen reduziert werden kann; und zwar 
entweder durch vordere oder durch hintere Komposition; oder endlich 
durch Anwendung beider Kompositionen zugleich. 

Auch die unimodularen Systeme können aus elementaren zu- 
sammengesetzt werden; wie gleich gezeigt werden soll; und zwar aas 



I 
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deqjenigen unter den Systemen (I) auf S. 146, deren Determinante 
gleich eins ist, d. h. ans 

A-1, A 0,-1. /i, 1, Ox 

(DI) (1, 0, O), (0, 1, , (0, 1, . 

Vo, 0, 1/ \1, 0, 0/ Vo, 0, 1/ 

Zu ihnen können unmittelbar wieder hinzngenommen werden die beiden 
anderen 

l,±t, On /l, 0,±<v 

(IHa) (0, 1, , (0, 1, , 

Vo, 0, 1/ \0, 0, 1/ 

in welchen t eine positiTO ganze Zahl ist; das erste System, weil 

4,±*, Ox /1,±1, 0^' 



(0, 1, oU(o, 1, 0) 
Vo, 0, 1/ Vo, 0, 1/ 

(0, 1, 0) 

Vo, 0, 1/ 



4,-1, 0, 
ist, und da femer (0, 1, ) vermöge der Gleichung anf S. 163 ans 



Elementarsystemen komponiert werden kann. Das zweite System in 
(IHa) endlich hängt ja mit dem ersten nnd den übrigen Elementar- 
Systemen dnrch die Gleichnng (3 a) auf S. 147 zusammen. 

Erklart man nun zwei ganzzahlige Systeme zunächst fBr äquiyalent^ 
wenn das eine dadurch in das andere übergefQhrt werden k%nn, dafa 
man es vorn mit einem oder mehreren ganzzahligen Elementar- 
systemen (tH) und (Jlla) komponiert, so dafs also 

ist, wo {(S) irgend ein aus jenen Systemen (Hl) komponiertes System be- 
zeichnet, dann laust sich jedes System 8=^1 a', V, c' \ von nicht ver- 



(a, 0, c \ 
< K 0' ) 
a", 6", c"/ 



schwindender Determinante auf ein äquivalentes von besonders ein- 
facher Form reduzieren. 

Wir können zuiuU^hst in diesem Systeme a' als von Null ver- 
schieden voraussetzen, da ja nicht a « a'» a''»= sein kann, und wir 
somit entgegengesetzten Falles durch vordere Komposition mit einem 
Yertansclrangssysteme ein nicht verschwindendes Element der ersten 
Kolonne an die zweite Stelle bringen können. Alsdann können wir 
die ganze Zahl t so bestimmen, dals in dem Kompositionsresultate 
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(0, 1, 0)(a', 6', c') = ( a', 6', c' ) 

Vo, 0, 1/ ^a", 6", e"/ \ a", 6", c" / 

an die Stelle von a ein Element (a + ta^) tritt, welches nicht negativ 
nnd kleiner ist als der absolute Wert Yon a'. Bringt man dieses dann 
an die Stelle des zweiten Elementes , so hat man dasselbe seinem ab- 
soluten Werte nach verkleinert, und diese Verkleinerung kann so lange 
fortgesetzt werden, bis an der ersten Stelle das Element NuU er- 
scheint. Bringt man diese Null an die dritte Stelle, so erhalt man 
ein System 



Vo, •, »/ 



und durch genau dasselbe Verfahren kann man jetzt auch das Ele- 
ment a' ebenÜEdls zu Null machen. So erhalt man zuletzt ein äqui- 
valentes System ^ ^ 

(0, ß\ /). 

Va", /}", y"/ 

Da die Determinante dieses Systems nicht verschwindet, so mulig mindestens 
eine der Zahlen ß und ß' von Null verschieden sein. Das vorher an- 
gegebene Verfahren kann also auch auf ß und ß' angewendet und 
eine dieser Zahlen dadurch zu Null gemacht werden. Durch geeignete 
Zeilenvertauschung ergibt sich so eine Äquivalenz von der Form 

b, c \ /d, 6, 



la', b\ o')-(0, b', c' ). 
Va", 6", c"/ Vo, 0, cV 



Das auf der rechten Seite dieser Äquivalenz stehende System kann 
noch dadurch reduziert werden, dab man a und 6' als positiv voraus- 
setzen darf, da ja entgegengesetzten Falles das erste durch vordere 

^-1, 0, 0, 
Komposition mit | 0,-1, W das zweite durch Komposition mit 

V 0, 0, 1/ 

^-1, 0, Ov ,-1, 0, Ov /l, 0, Ox 



y— 1, V, V^v 

( 0,-1, , 

V 0, 0, 1/ 

/-i, 0, Ov ,-1, \j, v/v /±, V, u\ 

( 0,-1, ( 0, 1, oU(o,-i, 0) 
V 0, 0, 1/ V 0, 0,-1/ Vo, 0,-1/ 



erreicht werden kann. Das dritte Element c" wird dann ofEenbar 
positiv oder negativ sein, je nachdem dasselbe für die Determinante 
der Fall ist. 
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Endlich kann man noch jedes der anJberhalb der Diagonale 
stehenden Elemente so reduzieren^ dals es nicht negativ nnd kleiner 
ist als der absolute Wert des nnter ihm stehenden Diagonalgliedes, 
d. h. dafin die folgenden Ungleichungen bestehen 

O^B<b', 0^^,<|c"|. 

Das erste erreicht man nämlich dadurch, dals man das ^ -fache der 
zweiten Zeile zur ersten addiert und t^ so bestimmt, daJb 6 + ^6' der 
ffir 6 gestellten Bedingung genügt Die zweite und dritte Bedingung kann 
man dadurch erfüllen, dals man das ^-fache der dritten Zeile zur ersten 
und^ was offenbar ebenfEdlä erlaubt ist, das ^- fache der dritten zur 
zweiten Zeile addiert und ^ und t^ ebenfalls geeignet bestimmt. Man 
erhalt also den Satz> ^ i 

Jedes ganzzahlige System ( a', b', c' ) kann durch vordere 



/a, ö, c \ 
Va", 6", c"/ 



Komposition mit einem unimoflularen Systeme in ein reduziertes 



(a, ö, c \ 
0, K c) 
0, 0, c"/ 



übergefQhrt werden, welches dadurch charakterisiert ist, dals 

(I) a>0, b'>0 

(II) 0^b<b', O^J,<|c"| 
ist 

Man zeigt endlich leicht, dab jedes System auch nur einem redu- 
zierten in diesem Sinne äquivalent ist. Der Beweis beruht einfach 
auf der Tatsache, daJB zwei reduzierte Systeme nur dann äquivalent 
sind, wenn sie gleich sind, d. h. da(s ein System 



/«, a', cc\ /a, b, c X 
tß> ß\ /J")(0, 6', C), 



dessen erste Komponente unimodular ist, nur dann wieder reduziert 
ist, wenn (a, a\ a") das Einheitssystem ist. Den sehr einfeMshen Be- 
weis dieses Satzes können wir dem Leser überlassen. 
Somit ergibt sich der wichtige Satz: 

Jedes ganzzahlige System ist einem und nur einem re- 
duzierten äquivalent. 
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Dieser Satz gibt uns nnn die Möglichkeit; die Anzahl der SSasBen 
nicht äqniyalenter Systeme einer gegebenen Determinante A zu be- 
stimmen; dieselbe ist nämlich genau gleich der Anzahl der redozierten 

/a, b, c \ 
Systeme { 0^ h', c' i fOr diese Determinante. Die gesuchte Elassen- 
\0, 0, cV 

anzahl ist genau gleich der Anzahl der Systeme von sechs ganzen 
Zahlen^ f&r welche 

(I) ob'c"=A, 

(II) a>0, b'>0, 

(in) O^B<b', 0^^<|c"|. 

Ist zunächst A =» 1, ist also das betrachtete System selbst ein 
unimodulares, so existiert offenbar nur das eine reduzierte System 

4, 0, 0, 

les nnimodolare System ist also dem EünlieitasjBteine 



(0, 1, 0); jede 
Vo, 0, 1/ 



äquiTalent; oder es besteht die Gleichung 






Jedes unimodulare System kann also aus den drei Ele- 
mentarsystemen (III) S. 165 komponiert werden. 

Das DiqplujMÜBelie Problem, neun ganze Zahlen zu bestimmen, 
deren Determinante gleich eins ist, kann mithin keine Lösung be- 
sitzen, die nicht durch eine solche Komposition zu erlangen wäre; 
allerdings erhalt man auch hier jene Lösungen mehrfach. 

um die Elassenanzahl im allgemeinen Falle zu bestimmen, be- 
merken wir zunächst, dab dieselbe fOr zwei entgegengesetzt gleiche 
Determinanten A und — A denselben Wert besitzt; denn jedes re- 
duzierte System fdr die Determinante A geht durch die Änderung des 
Vorzeichens von c" in ein reduziertes fBr die Determinante — A über. 

Ist also A eine positive Zahl und 

(2) A-do^i^ 

eine beliebige Zerlegung derselben in drei positive Faktoren, so ent- 
sprechen gerade dieser Zerlegung die folgenden reduzierten Systeme 
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a -do; 

V-d,, B«0, l,...d,-l, 

c"-dj, c-0, l,...d,-l, c' = 0, l,...ci,-l. 

Die Anzahl dieser reduzierten Systeme ist also did^, nnd da das 
Analoge fdr jede Zerlegung (2) von A gilt, so hat man den Satz: 

Die Elassenanzahl K(^) der Systeme von der Deter- 
minante A ist 

wenn A>i»d^<^d^ ist und ttber alle Zerl^^ungeii yon A in 
drei Faktoren sommiert wird. 

Ist also A ^eich einer Primzahl p, so hat man die drei Zerlegimgea 

A-i>.l.l-.l.i>.l-l.l.p, 
dh. 

Ä'(p)=-1+1>+J»». 

Ebenso folgt fOr A— °j)' ans den sechs Zerlegungen 
A-i>M.l-l.i»«.l-l.l.j»» 
— l>.p.l-.j).l.l> — l.p.l» 

jr(p«; = 1 + 1»' + 1»* + P + 1>* + P» 

-(1+J>+J'*)(1 +!>»). 

Man kann leicht die Elassenanzahl K(J^) der nicht äquivalenten 
Systeme fCLr eine beliebige positive Determinante A bestimmen. Ist 
tiEtoIiaTi zunächst 

A-P« 

irgend eine Zerlegung Ton A in zwei teilerfremde Faktoren, so ist stets 

Z(A)-2r(P)Z(«). 

Sind nämlich Pad^d^c^, Q^^^i^ irgend zwei Zerlegungen yon 
P und Q, so ist 

eine Zerlegung yon A^ PQ, und umgekehrt kann, da P und Q teiler- 
fremd sind; in jeder Zerlegung A = d^ d^ d, yon A jeder der drei 
Faktoren dt auf eine einzige Art in ein Produkt diCi zerlegt werden. 
Also ist in der Tat 

KiP)KiQ) = (Zd,dl)(Ze,i^)^Zid,e,){d,e,y^Zd,9i = KiA), 

was zu beweisen war. 
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EUemach brancht abo die Elassenanzahl nur f&r den Fall bestimmt 
zn werden, daüb A »|)'' eine beliebige Primzahlpotenz ist. Alsdami 
ist aber 

wenn r^ + r^ + r^ — r alle Zerlegungen von r in drei nicht negative 
Summanden bedeutet. Trennt man die rechts stehende Summe in zwei 
andere, je nachdem ro>0 und ro=0, oder je nachdem r^ + r^Kr 
oder =r ist, so ergibt sich 

beachtet man aber, dals die erste Summe nach der obigen Definition 
gleich Ä'(|>''-^), fftr die letzte aber 

ist, so ergibt sich für die gesuchte Elassenanzahl die einfache Be- 
kursionsformel 

Bildet man dieselben Gleichungen f£Lr f — 1, r~-2, ...1 und addiert 
sie dann, so erhalt man endlich für die gesuchte Elassenanzahl die 
Gleichung 

(f»-i) (j»»-i) ' 

wie eine leichte Bechnnng ei^bt. Also ist fOr eine beliebige positire 
oder negaÜTe Detenninante A = ± TTj)'* 

WO die Multiplikation über alle in A enthaltenen Primzahlpotenzen 
auszudehnen ist. 

Ghmz ahnlich kann für beliebige ganzzahlige Systeme Ton n* Ele- 
menten die Elassenanzahl bestimmt werden, worauf aber hier nur hin- 
gewiesen werden mag. 

Die Gestalt der reduzierten Systeme ändert sich entsprechend, 
wenn statt der vorderen Komposition mit Elementarsystemen die 
hintere betrachtet wird, d. h. wenn zwei Systeme dann als äquivalent 
angesehen werden, wenn das eine in das andere durch hintere Kern- 
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Position mit Elementarsystemen übergeführt werden kann. Macht man 
hier dieselben Operationen mit den Kolonnen, wie vorher mit den 
Zeilen, so gelangt man zu einem reduzierten Systeme, welches sich 
Ton dem obigen auch nnr dadurch unterscheidet, daCs die Zeilen mit 
den Kolonnen yertanscht sind. Also ist anch die Klassenanzahl fBr 
diese reduzierten Systeme genau dieselbe wie vorher. 

Der Verlauf der wichtigen Reduktion bei der Erklärung 

i8f~((g)iSf((g), 

d.L bei Zulassung der vorderen und hinteren Komposition mit Ele- 
mentarsystemen wird bei der allgemeinen Theorie ansfOhrlich erörtert 
werden. 

§2. 

Die vorausgeschickten Untersuchungen über die Systeme und ihre 
Determinanten geben uns nun die Möglichkeit, ein System von drei 
Qleichongen nicht blols im allgemeinen Falle, d. h. für unbestimmte 
Koe£Szi6nten, sondern auch für jedes besondere Koef&zientensystem 
voUsISiidig au&ulösen; und die Untersuchung der hier möglichen Falle 
wird uns von selbst auf einen der wichtigsten Begriffe in der ganzen 
Theorie, den bereits in einem früheren Abschnitte eingeführten Rang 
der Systeme hinfähren, um die Unterscheidung der möglichen Falle 
übersichtlicher darstellen zu können, wollen wir zuerst drei homogene 
lineare Gleichungen mit vier Unbekannten betrachten. Die ent- 
sprechenden Resultate fdr nicht homogene Gleichungen können dann 
ohne Schwierigkeit aus den hier gefundenen hergeleitet werden. 

Entsprechend der schon früher angewandten Art der Fragestellung 
betrachten wir jetzt die folgende Aufgabe: 

In welcher Weise wird die Yariabilitöt der vier Veiunder- 
lichen (x, jf, 0, u) durch die Bedingung beschrankt, dals die 
drei homogenen linearen Funktionen derselben 

f ^a x + h y + e z + d u 
(1) f'=^a'x + b'y + c'a + d'u 

f^ a"rr + V'y + c''z + d"u 
samtUch verschwinden sollen? 

Die Koeffizienten dieser Funktionen sollen jetzt bestimmte Zahlen 
sein; dann können die folgenden vier Falle eintreten: 

I. Yon den vier Determinanten dritter Ordnung, welche aus dem 
Koeffizientensysteme 
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(2) S: 



(a, ö, c, a \ 
< K c\ d' ) 



gebildet werden können^ ist mindestens eine von Nnll yerschieden; man 
sagt dann, das Eoeffizientensystem ist vom Bange Drei. Dann kann 
das Fnnktionensystem {f, f\ f^) durch ein sogenanntes reduziertes 
{Ff F\ F^') ersetzt werden, von dem jede Funktion nur zwei der Variablea 
enthalt Ist nämlich eine jener vier Determinanten des Systemes S toh 
Null verschieden, so können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträch- 
tigen, die erste, d. h. die Determinante | a, &, c | als von Null Te^ 
schieden voraussetzen, da ja hier keine Variable vor der anderen be- 
vorzugt wird. Es sei nun 



(3) 



/o, a', o'\ 
(b, K V) 
Vc, c', cV 



das za (a, h, e) adjnngierte, d. L das axis den ünterdeiienniiiantai 
zweiter Ordnung Ton | a, &, c | gebildete System; dann besteht die 
Eompositionsgleichnng 

/o, 6, es^a,a',a'\ ^\a,l,c\, 0, s 

(Sa) (a', 6', c' (B, b', b"U( 0, \a,h,e\, ). 
V, &", c"/\c, c', c"/ V 0, 0, |o,6, c|/ 

Betrachtet man nun die drei Funktionen 

F '~af+a'f'+a"f" 
(4) F' = hf+i>'f+f>"f" 

F"=ef+c'f'+c"f", 

so befriedigt jede Lösong von C/"=0, f'-^O, /'"=-0) auch das CHei- 
chnngssystem {F=^0, JP'=»0, JP"=0). Aber das umgekehrte gilt 
andi: Multipliziert man nämlich die Funktionen (4) mit (a, h, c), bezw. 
(a', b', e'), (a", b", e") und beachtet dabei die aus (3a) sich ergebendem 
neun Gleichungen, so ergibt sich die folgende Darstellung Ton (f, f, f) 
durch {F, F', F") 

\a,b,e\f =a F+b F' + e F" 

(4a) \a,b,c\f' = a'F+b'F' + c'F" 

\a, b, e\f"'~ a"F+ b"F' + e"F", 

und hieraus ergibt sich, dals auch jede Lösung Ton (F='0, F'=0, F"''0) 
die ursprflnglichen Gleichungen befriedigt. Die beiden Funktionen- 
Systeme (f, f, /•") und (jp; F\ F") beschranken somit durch ihr Ver- 
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gehwinden die Yariabililat von {Xy y, g, u) in genau derselben Weise; 
sie sind also in diesem Sinne äquivalent. 

Ersetzt man aber in (4) die Funktionen f, f\ f" durch ihre Aus- 
drücke in (1)^ so erkennt man leicht, dais F die folgende Gestalt 
erhalt 

F^{aa + a'a'+ a"a")a: + (a& + a'V + a"b")y + (ac+ a'c'+a''c")0 

und da (a, a\ a") das zu (a, h, c) adjungierte System ist, so ist 

^^==1«, b,e\x+ \b, h, c\y+ \c, h, c\ss+ \d, 6, c\u. 

Beachtet man nun, dals hier die Koeffizienten von y und g ver- 
schwinden, und bildet man die analogen Ausdrücke von F' und F", 
so ergibt sich für das System (F, F', F") die folgende Darstellung 

F =^\a,b,c\x + |d, 6, c|m = 

(5) J"= \a,b,c\y +\a,d,c\u^O 
F"^ \a,b,c\g+\a,b,d\u^O. 

Durch Auflösung dieser drei Gleichungen (JF=0, F' = 0, JP"=0) 
erhalt man die schon früher gefundenen Ausdrücke 

(6) xiyiziu-^—lb, c, d|:|c, d, a|: — |d, a, 6|:|a, 6, c|, 

imd das ist die einzige Losung, welche das ursprüngliche Gleichungs- 
system in diesem Falle hat. Ist t eine neue Variable, so kann die 
voUsiSndige Losung auch in der folgenden Form geschrieben werden 

(6a) a? = — |6,c, d|^, y«|c, d, a|<, g^ — \d,a,b\t^ u^\a,b,c\t 

Da sich in diesem Falle alle vier Variablen durch eine einzige i 
ausdrücken, so sagt man, jene Gleichungen besitzen eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

n. Der zweite mögliche Fall ist der, dafs alle vier Determinanten 
dritter Ordnung der Matrix S gleich Null sind, dais aber mindestens 
eine der Determinanten zweiter Ordnung, welche aus S gebildet werden 
können, von Null verschieden ist. Wir sagen dann, die Matrix 8 ist 
vom Bange Zwei. Wegen der Vertauschbarkeit der Variablen und 
der Gleichungen können wir wieder ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeLDheit voraussetzen, dais die erste Determinante zweiter Ordnung 

a, b _ „ 

von S von Null verschieden ist Dann kann man leicht zeigen, da(s das 
System (/J /', /*") äquivalent dem einfacheren (/", f) ist, d. h., dais von 
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den drei Gleichimgeii (f=0, /*' = 0, /*" = 0) die dritte eine notwendige 
Folge der beiden ersten ist. 

Da nämlich alle vier Determinanten dritter Ordnnng der Matrix S 
identisch verschwinden^ so folgt aus (5) das gleiche f&r die drei Funk- 
tionen (F, F\ F"). Betrachtet man nnn speziell die in (4) gegebene 
Darstellung von F" dnrch f, f, f\ so ergibt sich; dais unter der ge- 
machten Yoranssetznng zwischen jenen drei Funktionen die identische 
Gleichung besteht 



und hieraus folgte da nach der Yoranssetznng c" sicher von Null Ter- 
schieden ist. 



c" 



Jede Losung von (f^O, /*' » 0) befriedigt also auch die ursprünglichen 
Gleichungen (/"«O, /*'«= 0, /*" = 0), und da die ümkehmng dieses 
Satzes selbstverständlich ist^ so folgt, dals in diesem Falle die Äqni- 
Tdenz besteht (f, f, n>^(f, f)- 

Um die beiden ersten Gleichungen; welche somit allein in Betradit 
kommen; au&ulöseu; schreiben wir sie in der Form 

a'x + Vy + (c'^ + d^u) = 0. 

Betrachten wir in ihnen x und y als die einzigen unbekannten, so 
erhalten wir die vollständige Losung 



x = 



V, 


e e-\-d u 
cfe + d'u 


s 


b,c 
6',c' 


+» 


b,d 




a, b 




a, 6 






af,b' 




a\V 




e z-\-d u, a 


e 


c, a 


+» 


d, a 
d',a' 




a, b 


1 


a, b 






«', V 






\ 


a',b' 





y = 



wo und u völlig willkürlich bleiben. Ist also die Matrix 8 vom 
Bange zwei; so ist von den drei Gleichungen eine überflüssig; und von 
den vier Unbekannten sind zwei durch die beiden übrigen völlig be- 
stimmt; die Lösungen bilden somit eine zwei&che MannigfSsdtigkeit. 

m. Femer können aufser den Determinanten dritter Ordnung auch 
alle Determinanten zweiter Ordnung verschwinden; während von den 
Determinanten erster Ordnung; d. L von den Elementen selbst mindestens 
eine von Null verschieden isi Man sagt danU; das Koeffizienten- 
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System (8) ist Yom Bange Eins. Alsdann sind von den drei Glei- 
chungen (1) zwei überflüssig. 

In der Tat, ist z. B. das erste Element a von Nnll yerschieden, 
so ist 



d h. es ist 



die beiden Gleichungen f • 
besteht die Äqniyalenz 



a',b' 


9 + 


a, e 
a',e' 


e + 


a, d 
a',d' 


a, b 
a", b" 


y + 


a, c 
a", e" 


g + 


a, d 
a", d" 



« = 



« = 0, 



f, r- 



n 



B 0, /*" » sind somit überflüssig; oder es 



Aus der Anflösnng der somit allein zn betrachtenden ersten Gleichung 
/'»O ergibt sich aber 

a 



0?« — 



wahrend y^ Zy u völlig willkürlich sind. Da hier also die LSsnngen 
noch drei unabhängige Variablen enthalten, so bilden sie eine drei&che 
Mannigfaltigkeit. 

lY. Sind endlich anch alle Elemente von 8 selbst gleich Nnll, ist 
also, wie man sich ausdrückt, das System vom Bange Nnll, so be- 
schranken die Gleichungen die Yariabilitöt von (x, y, e, u) gar nicht; 
aUe drei Gleichungen sind überflüssig, die Losungen bilden eine vier- 
fiftche Mannigfaltigkeit. 

Das Ghsamtresultat dieser Untersuchung kann man also in dem 
folgenden Satze zusammenfassen: 

Ist r der Bang der aus den Gleichungskoefßzienten ge- 
bildeten Matrix, so wird die vierfache Mannigfaltigkeit der 
Variablen (x, y, 0, u) durch die Forderung des Verschwindens 
der drei linearen homogenen Funktionen (f, f\ f") auf eine 
(4 — r)- fache herabgemindert, und das System (f, f\ f") ist 
einem Systeme von nur r unter ihnen äquivalent. 

Aus diesem Besultate können nun leicht die Ergebnisse für drei 
nicht homogene Gleichungen 

f ^a x + b y + c + d =0 

(7) f'=>a'x + b'y + c'0 + d' = O 

/•"= a"x + b"y + c"0 + d"= 
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abgeleitet werden. Hierzu fährt die folgende einfache Überlegong: 
AaJber dem vorher betrachteten Systeme (a, hy c, (2) aller GleichungB' 
koeffizienten wollen wir noch das System (a, h, c) der nenn Koeffi- 
zienten Yon Xj y, in jenen drei Gleichungen betrachten und ihien 
Bang beziehlich durch 

R (a, 6, c, d) und JB (a, h, c) 
bezeichnen. Ist nun zunächst der Bang beider Systeme gleich^ ist also 
U(a, b, c, d) :^B(a, b, c), 

so kann wörtlich dieselbe Überlegmig durchgefOhrt werden wie Yorher, 
nur muls in dem gefundenen Besultate natürlich w » 1 gesetzt werden. 
Ist jener gemeinsame Bang nämlich zuerst gleich Drei, so ist 
I ^; ^^ ^ I ^ ^; ™^^ ^^^^'^ erhalt genau wie yorher als einzige Losung 
(8) x:y:g:l=^ — \b, c, d\:\c, d, a\: — \d, a,b\:\a,b, c\. 

Ist der gemeinsame Bang beider Systeme gleich Zwei, ist also 
mindestens eine ünterdeterminante zweiter Ordnung von (a, b, c) von 
Null verschieden, so kann man wieder ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit I ,, ^0 voraussetzen und erhalt durch dieselben Über- 

legongen wie vorher 

(8a) ^^li^cldd^ü, ^ .|c,a| + |d.a| ^ 

^ ^ |a, 6| ^ \a,b\ 

während z ganz willkürlich bleibt; man hat also eine einfeushe Mannig- 
faltigkeit von Lösungen. 

Ist der gemeinsame Bang gleich Eins, und nimmt man wie vorher 
a ^ an, so sind die zweite und die dritte Gleichung überflüssig, mid 
aus der ersten folgt als allgemeine Lösung 

(8b) X — ^y±£i±i, 

d. h. es existiert eine zweifache Mannigfaltigkeit von Lösungen. 

In dem selbstverständlichen Falle endlich, daXs der Bang von 
(a, bj c, d), also auch der von (a, b, c) gleich Null ist, erhält man 
eine dreifache Mannigfaltigkeit von Lösungen, da jedes Wertsysiem 
diese identisch verschwindenden Gleichungen befriedigt. 

Ist dagegen der Bang von (a, b, c) Ideiner als der von (a, &, e, d), 

*• ^ ^^ R{a, 6, c) < R(a, 6, c, d), 

so zeigt man leicht, dals jene drei Gleichungen überhaupt nicht durch 
endliche Werte von (x, y, z) befriedigt werden können. Man kann nämli<dL 
in diesem Falle drei Zahlen r, r\ r'' so finden, daCs für variable x^jf, ^ 
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rf+r'f + r"f'^l 

ist. Damit das nämlich der Fall sei^ müssen r, r\ r^' die yier Glei- 
chungen befriedigen 

rd + r'd'+r"d"=l. 

Von den drei ersten Gleichungen ist aber mindestens eine, etwa die 
erste, überflüssig, weil der Bang des Eoeffizientensystemes (a, b, e) kleiner 
ist als drei; nnd wir zeigten schon früher, daüs es stets möglich ist-, der 
vierten Gleichung in Yerbindnng mit zwei von den anderen homogenen 
Gleichimgen zn genügen, da wegen R(a, h, c) <B(a, b, c, d) nicht alle 
Elemente dj d', d" yerschwinden können. 

Denkt man sich aber r, r', r" so bestimmt, dals 

rf+r'f' + r"f"==l 

ist, so folgt sofort, dab kein endliches Wertsystem (x, y, e) jenen drei 
Gleichungen genügen kann, da ja für dieses r.O + r'.O + r".0 = 1 
sein mü&te. Ist ako iZ (a, &, c) < ü (a, &, c^ d), so besitzt das Glei- 
chmigssystem (/"«O, f'==0, /*"=0) keine endliche Losnng. Man er- 
halt somit das wichtige Ergebnis: 

Drei nicht homogene lineare Gleichungen mit drei un- 
bekannten ^ , , /v 

f^ax + by + C0 + d^O 



besitzen dann nnd nnr dann überhaupt endliche Losungen, 
"^^^ B(a,b,c)^B(a,b,c,d) 

ist. Ist dann r der gemeinsame Bang jener beiden Eoefß- 
zientensysteme, so sind jene drei Gleichungen äquivalent einem 
Systeme von nur r unter ihnen, und ihre Losungen bilden 
eine (3 — r)- fache Mannigfaltigkeit. 
Nimmt man speziell d:==»d'^d"==0, betrachtet man also die 
drei homogenen linearen Gleichungen 

f ^a X + b y + c e=^0 

f^a'x + b'y + c'0^0 

fff^a"x+V'y + c"js^O, 

so besitzen diese dann und nur dann eine Lösung auiser der trivialen 

x-=0, y = 0, i? = 0, 

Sronecker, DetenninanUD. 12 
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wenn ihre Determinante \a, &, c\ yerschwindet; ist namlicli 
\<^f i> <^\^^} Bo folgt aus (6) (o; » y » » 0) als einzige Losm^. 
Ist aber \a,h, c\^0, so ist Yon jenen drei Gleichungen mindestens 
eine überflüssig, nnd wir zeigten schon früher, dais die beiden übrig- 
bleibenden homogenen Gleichungen stets eine Ton Null yerschiedene 
Losung haben. Es mag beiläufig erwähnt werden, dals ans dieser 
Bemerkung leicht ein neuer Beweis des Multiplikationssatzes erschlossen 
werden kann. 

Betrachtet man wieder (x, y, si) als die Koordinaten eines Punktes 
im Baume, bezogen auf ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges Eo- 
ordinatensystem, so wird in der analytischen Geometrie gelehrt, dab 
die Lösungen einer nicht homogenen linearen Gleichung /*» die amt- 
lichen Punkte einer ganz bestimmten Ebene E erfQUen. Man nennt 
deshalb /*» die Gleichung yon E. Sucht man also die gemeinsamen 
Lösungen der drei Gleichungen (/*»0, /*'»0, f"^^0), so heilst das 
geometrisch gesprochen, man soll alle jenen drei Ebenen gemeinsamen 
Punkte, d. h. man soll ihre Schnittfigur bestimmen. Ersetzt man jenes 
Gleichungssystem durch ein äquivalentes (J'=0, 2^' = 0, ^"' = 0), so 
besitzt dies dieselben Lösungen, d. h.: 

Zwei äquivalente Systeme linearer Gleichungen ent- 
sprechen zwei Systemen von Ebenen, welche dieselbe Schnitt- 
figur besitzen 

Ist nun zunächst 12 (a, &, c, d)=^R (a, b, c) =» 3, so kann das 
Gleichungssystem durch ein äquivalentes ersetzt werden, dessen erste 
Gleichung nur x, die zweite nur y, die dritte nur enthält, und deren 
Auflösung unmittelbar auf die Proportion (8) fOhrt. Die durch jene 
Gleichungen dargestellten Ebenen gehen aber alle durch den gesuchten 
Schnittpunkt und sind beziehlich der TZ-, der ZX- und der XF- Ebene 
parallel; aus ihren Gleichungen kann der gesuchte Schnittpunkt sofort 
gefanden werden. 

Ist abo R(a, b, c, cC)^ R(ay 6, c) = 3, so schneiden sich 
jene drei Ebenen in einem im Endlichen liegenden Punkte, 
dessen Koordinaten durch die Proportion gegeben sind 

x:y ißil ^ — \b, Cy d\:\c, d, a\: — \d, a,b\:\a,byC\. 

Ist dagegen B(a, b, c, d) ^ 3, aber B(a, b, c) <3, d. h. ist 
I a, &, c I » 0, so erkennt man durch Grenzbetrachtungen leicht, dab 
mit unbegrenzt abnehmendem | a, &, c | der eindeutig bestimmte Schnitt- 
punkt der drei Ebenen ins unendliche rückt, aber so, dals seine Ko- 
ordinaten X, y, in dem völlig bestimmten Verhältnis 
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-16, c, d|:|c, d, a|:-|d, a, 6| 

stehen. Alle drei Ebenen sind dann einer nnd derselben (Geraden dnrch 
den Anjhngspnnkt parallel; ihr Schnittpunkt ist ein ganz bestimmter, 
aber im ünendliclien liegender Punkt 

Ist B(a, h, c, d)^ 2, so ist eine der drei Gleichungen (7) 
überflüssig. Ist dies für f ' » der Fall, so geht E" durch die 
Schnittfigur Yon E und E'. Ist auch 12 (a, b, c) » 2, so besitzen 
jene beiden Ebenen eine einfache MannigMtigkeit im Endlichen 
liegender gemeinsamer Punkte, d. h. alle drei Ebenen schneiden 
sich in derselben geraden Linie, deren Gleichimgen in (8a) ge- 
geben sind. Ist dagegen R (a, &, c, d) » 2, aber 12 (a, &, c) < 2, 
so besitzen jene beiden Ebenen E und E' keine im Endlichen 
liegende Schnittlinie, dieselbe rückt yielmehr ins unendliche; 
jene beiden Ebenen E und E' und somit auch die dritte E" 
sind in diesem Falle parallel, ohne aber in eine einzige Ebene 
zusammenzufallen. 

Ist endlich 12(a, 6, c, (i) = 1, so sind zwei der Glei- 
chungen überflüssig; alle drei Ebenen fallen also aufeinander. 
Ist zugleich 12(a, 6, c) =» 1, so liegen diese drei zusammen- 
fallenden Ebenen im Endlichen, ist dagegen 12 (a, b, c) = 0, 
so liegen sie im unendlichen. 
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Elfte Vorlesung. 

Anwendtmg der Determinanten dritter Ordnung auf die analytische Geometrie der 
Ebene. — Bie homogenen Ponktkoordinaten. — Die Gleichung der geraden Linie 
in homogenen Koordinaten. — Bestimmung des Dreiecksinhaltes aus den homogeneo 
Koordinaten der Dreiecksecken. — Die Gleichung des Kegelschnittes, welcher durch 
fanf gegebene Funkte geht. — Die homogenen Linienkoordinaten« — Die Gleichung 
des Punktes in homogenen Linienkoordinaten. — Die Relation zwischen den drei 
homogenen Koordinaten einer geraden Linie. — Die Gleichung des Kreises in 
homogenen Linienkoordinaten. 

§1. 

Die Determinanten dritter Ordnung liefern ein Mittel^ um die Auf* 
löBung Yon zwei homogenen Gleichungen mit drei unbekannten in sehr 
eleganter und ftlr die analytische Geometrie besonders brauchbarer 
Form zu geben. 

Durch zwei homogene Gleichungen f&r drei unbekannte 

.. f = a x + b y + c Z'^^O 

deren Eoeffizientensystem rom Range zwei ist, sind die Verhältnisse 
der unbekannten eindeutig, diese selbst also bis auf eine multiplikatiye 
Eonstante X bestimmt. Daher ist auch eine jede lineare Funktion 

(la) F=ux + vy + w0, 

deren Eoeffizienten u, v, w beliebig gegebene Eonstanten sind, bis auf 
einen konstanten Faktor bestimmt, wenn x^ y, den beiden Glei- 
chungen (1) genügen soUen. Anstatt also x, y, z einzeln zu berechnen, 
kann man sich gleich die Aufgabe stellen, den Wert dieser linearen 
Form F für unbestimmte ti, t;, w zu finden; alsdann kann man aus ihm 
die einzelnen unbekannten durch Spezialisierung bestimmen. 

Der Wert dieser Funktion F kann nun folgendermaüsen als 
Determinante dritter Ordnung geschrieben werden 

a, &, c 
(2) F^X a\h\c' ==A(w|6,c| + t;|c,a| + t«?|a,&|), 



a, 
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«', 


&', 


c' 


«, 


«, 


w 



§ 1. Anwendungen auf die Analytische Greometrie der Ebene. 
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wo l eine willkflrliclie Konstante bedeutet; denn diese Determinante 
igt homogen nnd linear in den Elementen u, v, w und verschwindet 
identisch, sobald (ti, Vy iß) beziehlich gleich (a, hy c) oder gleich 
(o', V, c') gesetzt wird- 

Vergleicht man diese Darstellang von F mit der in (la) ge- 
gebenen, so erhalt man durch EoefißzientenYergleichung auf einmal die 
ToDstandige Auflösung der beiden Gleichungen (1) in der Form 



(3) 



X' 



b, c 
V,c' 


' y-A 


c, a 


> e^X 


a, b 



Sucht man nun den Wert einer nicht homogenen Funktion der 
beiden Variablen x und y 

F=ux + vy + io 

imter der Voraussetzung, daJs x und y durch zwei lineare Gleichungen 

(4) ax + by + c^O, a*x + b'y + c'= 

eindeutig bestimmt sind, so kann diese Frage unmittelbar auf die 
soeben geloste reduziert werden. 

In der Tat genügt F, als Funktion von (u, t;, w) betrachtet, genau 
denselben Bedingungen, wie F in (2), jedoch ist der dort auftretende 
willkürliche Faktor X hier so zu bestimmen, daCsi der Eoefßzient Ton w 
gleich Eins wird. Hieraus ergibt sich die Gleichung 



(5) 



F= 



a', h\ c' 



a, b 
a', 5' 



= •'■ ' ' + V TT-TT + ^> 



U 



\a,b\ 



\a,b\ 



und durch Eoeffizientenvergleichung erhalt man die bereits früher ge- 
fimdene yollstandige Losung der Gleichungen (4) 



(6) 



\b,e\ 



y= 



\c,a\ 



\a,b\' " \a,b\ 

Wir wollen das erste der liier abgeleiteten Besnltate zur Be- 
stimmmig der Gleichung einer dnreh zwei Punkte 1 nnd 2 gehenden 
geraden Linie benützen. Sind (x^, y^ nnd (x,, y^) ihre Koordinaten, 
wahrend x, y die laufenden Koordinaten der Geraden sind, so kann 
nach (2) jene Gleichung folgendermalsen in Determinantenform ge- 
schrieben werden 

1» «> y 

(7) 1, «i, yi =0; 

1» «2. Vi 
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denn diese Gleichung ist linear in (x, y), und sie wird eiftUlt, sobald 
diese Variablen durch die Koordinaten eines der beiden Punkte 1 
und 2 ersetzt werden. 

Der Pnnkt p, dessen Koor dinat en (x, y) sind, liegt somit dum 
tmd nur dann auf der Geraden 1, 2, wenn die Determinante (7) yer- 
schwindei Ist nun ein Punkt 3 beliebig in der Ebene angenommen, 
und setzt man seine Koordinaten (pc^, y^) in die Determinante auf der 
linken Seite von (7) ein, so besitzt diese, falls die Punkte 1, 2, 3 
nicht in gerader Linie liegen, einen von Nnll verschiedenen Wert, und 
ans der Darstellung dieser Determinante in der Form 






ergibt sich mit Benu tzung v on (la) auf S. 32, dab sie dem doppelten 
Inhalte des Dreiecks 1, 2, 3 gleich ist, und zwar positiv oder negatiT 
genommen, je nachdem die XTmlauftrichtung (1, 2, 3) die positive oder 
negative ist Der Einfachheit wegen soll im folgenden der Wert dieser 
Determinante mit (1, 2, 3) bezeichnet werden. 

Hieraus folgt unmittelbar, daft alle Punkte 3, deren Koordinaten 
Xf y die Gleichung 
(8) (l,2,3)-c 

befriedigen, auf einer Parallelen zu der Geraden 1, 2 liegen, welche 
durch die positive oder negative Konstante c eindeutig bestimmt ist 



1» ai» Vi 
1> ^> 9t 




o^>yt 
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^> y» 1 


1» a^» y» 




^,y» 




«i>yi 



Wenn man in der analytischen Geometrie der Untersuchung ein 
gewöhnliches rechtwinkliges oder schiefwinkliges Koordinatensystem zu 
Grunde legt, so zeigen die durchzufahrenden Bechnux^^ und die 
Endresultate einen gewissen Mangel an Symmetrie, welcher die Über- 
sicht und Einsicht erschwert. Das erste und einfachste Beispiel hierfBr 
bietet der im vorigen Abschnitt gefundene Determinantenausdruck fDr 
den doppelten Dreiecksinhalt; in ihm ist die erste Kolonne von den 
beiden letzten verschieden gebildet. 

Um diesen Übelstand zu vermeiden, hat man in der analytischen 
Geometrie eine neue Art der Koordinatenbestimmung eingefOhrt, welche 
wir zunächst kurz auseinandersetzen wollen. 

Wir legen der Untersuchung drei gerade Linien I, 11, m, die 
sogenannten Fundamentallinien zu Grunde, von welchen nur an- 
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1, «> » 




1,», y 


1, i%f vt 


, (P,3,l)= 


1> S». Vt 


, (l'»l,2)= 


1, li» Vi 


1, 1»» Vt 




1> li» % 




h i», Vt 



genommen werden soU^ dab sie nicht durch einen nnd denselben Punkt 
gehen und dab nicht eine einer anderen parallel ist. Ihre Schnittpunkte 
seien mit 1> 2, 3 und zwar so bezeichnet^ 
dab der Punkt 1 der Fundamentallinie I 
gegenüberliegt u. s. w. Die Eckpunkte 
1, 2y 3 des durch die drei Fundamental- 
linien gebildeten sogenannten Funda- 
mentaldreiecks mOgen in Bezug auf ein 
beliebiges rechtwinkliges Achsensystem 
die Koordinaten (S^, %), (l^y V$)f (^8> %) haben. — Ist dann p ein be- 
liebig gegebener Punkt (siehe Fig. 7) und sind (x, y) seine Koordinaten, 
so ist derselbe eindeutig bestimmt| wenn man die Werte von nur zwei 
der drei Determinanten 



(1) (P,2,3). 



kennte denn durch jede yon ihnen wird eine Parallele zu einer der 
drei Fandamentallinien bestimmt, und durch den Durchschnitt je zweier 
Parallelen ist ja der Punkt p eindeutig gegeben. Durch den Wert 
Ton nur zwei unter diesen Determinanten mufs also der der dritten 
eindeutig bestimmt sein. Dies kann man analytisch sofort nachweisen 
und auch die zwischen jenen Determinanten bestehende Relation finden. 
Da dieselben nämlich lineare Funktionen von x und y sind, so besteht 
zwischen ihnen notwendig eine lineare Relation yon der Form 

l(j?f 2, 3) -I- m(j?, 3, 1) -I- n(p, 1, 2) - c, 
wo l, tn, n, c noch zu bestimmende Konstanten sind, um diese Kon- 
stanten zu finden, lassen wir den bis jetzt ganz beliebig angenommenen 
Punkt p successive mit jedem der drei Fundamentalpunkte 1, 2, 3 
zusammenfallen. In den drei so sich ergebenden Gleichungen sind 
dann jedesmal zwei yon den drei Determinanten (p, 2, 3), (p, 3, 1), 
(p, 1, 2) gleich Null, weil die zugehörigen Dreiecksinhalte yerschwinden; 
dag^en wird die dritte gleich (1, 2, 3), d. h. gleich dem doppelten 
Inhalt des Fundamentaldreiecks, welcher ja yon Null yerschieden ist 
Den drei so sich ergebenden Gleichungen 

1(1, 2, 3) = m(l, 2, 3) = n(l, 2, 3) = c, 
durch welche das Verhältnis der yier Konstanten eindeutig bestimmt 
wird, genügt man aber, weim man 

? = m = n = 1, c = (1, 2, 3) 
setzt. Die gesuchte Determinantenrelation lautet also folgendermafsen 
(2) Cp,2,3) + (p,3,1) + (p,1,2) = (1,2,3). 
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Liegt der Pankt jp iimerluilb des Fundamentaldreieeks, so ist die 
Richtigkeit dieser Gleiclmng tminittelbar einlenchtend, denn sie sagt 
dann ans, dals die Smnme der drei Dreiecksinhalte 
JP, 2;3, Py^fly P}h^ gleich dem Fondamental- 
dreiecke, nnd dals die ümlanjEsriohtnng in allen, die- 
selbe ist Geometrisch gesprochen lalst sich der Inhalt 
"7 — ^^^^ der Relation so ausdrücken^ dals die algebraische 
Fiff-7. Summe der Inhaltsdeterminanten links gleich der 

Inhaltsdeterminante des Fnndamentaldreiecks ist, wo auch der Punkt p 
innerhalb oder anlserhalb des Fondamentaldreiecks angenommen werde. 
Die Relation (2) können wir in der Form schreiben 

^^*>^ (1, 2, 3) "^ (1, 2, 8) "^ (1, 2, 3) - ■"• 

Dann wollen wir die auf der linken Seite dieser Gleichung stehenden 
Quotienten als die homogenen Koordinaten des Punktes p ein- 
fahren, und zwar woUen wir 

(3) ^'-(172:3)' ^' = (17273-/ ^^- (17^73) 

setzen Die homogenen Koordinaten sind dann ihrem absoluten Werte 
nach beziehlich dem Verhältnis der drei durch p bestimmten Drei- 
ecke p, 2, 3, p, 3j 1, JP, 1, 2 zu dem Inhalt des Fundamental- 
dreiecks gleich, und jede gibt durch ihr Vorzeichen an, ob die ümlaufs- 
richtung des entsprechenden Dreiecks mit der des Fundamentaldreiecks 
übereinstimmt oder nicht.*) Von diesen drei Zahlen bestimmen schon 
zwei die Lage des Punktes p eindeutig, während die dritte mit den 
beiden anderen durch die aus (2 a) folgende Gleichung 

(4) Up + Vp+Wp^l 

zusammenhangt Die drei Zahlen (up, Vp, tOp) sind für alle Punkte 
innerhalb des Fundamentaldreiecks positive echte Brüche, da alsdann 
die Vorzeichen der drei Determinanten im Zahler Ton (3) mit dem 
der Determinante (1, 2, 3) übereinstimmen und die Summe der drei 
Koordinaten gleich Eins ist. Überschreitet aber der Punkt jp eine der 
FundamentaUinien, so wird die zugehörige Koordinate offenbar negativ. 
Durch die drei FundamentaUinien wird die Ebene im ganzen in sieben 
Felder zerlegt, welche durch die Vorzeichen der homogenen Koordinaten 
ihrer Punkte eindeutig charakterisiert werden. Während nämlich fOr 
jeden Punkt innerhalb des Achsendreiecks alle drei Koordinaten positiv 

*) Oder, was dasselbe ist, es ist z. B. Up positiv oder negativ, je nachdem 
der Punkt p und der Fundamentalpimkt 1 auf derselben Seite der Fundamental- 
linie I liegen oder nicht. 
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sind^ haben die Punkte^ welche in einem der drei Scheitelwinkel des 
Achsendreiecks liegen^ zwei negative und eine positive Koordinate; 
hingegen ist fBr die den Dreiecksseiten anliegenden Felder immer nur 
einer der drei Quotienten negativ. Ausgeschlossen ist mithin, dafs 
alle drei Koordinaten negativ werden können; sonst koimte ja auch 
nicht f&r jeden Punkt p die Relation Up-^-Vp+Wp^l bestehen. Fallt 
p mit dem ersten', zweiten oder dritten Fundamentalpunkte zusammen, 
80 sind die Koordinaten von p offenbar beziehlich 

(5) (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). 

Die homogenen Koordinaten (tfp, t;^, w^ eines Punktes p können 
geometrisch in sehr verschiedener Weise definiert werden. Bezeichnet 
man z. B. die senkrechten Abstände eines Punktes p von den drei 
FundamentaUinien I, 11, IQ beziehlich durch (p, I), (p, II), (jp, IE) 
und die Seitenlangen des Achsendreiecks durch (2, 3), (3, 1), (1, 2) 
und beachtet man, dafe z . B. die beiden Dreiecke (p, 2, 3) und (1, 2, 3) 
dieselbe Grundlinie 2, 3 besitzen, dab sich also ihre Inhalte wie die 
Hohen (p, I) und (1, I) verhalten, so ergibt sich für Up der Ausdruck 

.. _ (p, 2, 8) _(i?,I) 
"^^ (1,2,3) (1,1)* 

Dieses Verhältnis hat das positive oder negative Vorzeichen, je nach- 
dem die beiden Punkte p und 1 auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten der Fundamentallinie I liegen, je nachdem also die Richtungen 
von (p, I) und (1, I) gleich oder entgegengesetzt sind. An Stelle der 
senkrechten Abstände hätte man, was hier beiläufig erwähnt werden 
mag, f£Lr (1, T) und (p, I) auch die Abstände jener Punkte von der 
Achse I, gemessen auf irgend zwei durch 1 und p gezogenen Parallelen, 
wählen können, da ja ihr Verhältnis dem der senkrechten Abslfinde 
gleich ist. 

Da sich nun fOr die beiden anderen Koordinaten Vp und Wp ganz 
analoge Ausdrücke ergeben, so erhält man die folgende Darstellung 
fOr die homogenen Koordinaten des Punktes p 

£jS bedeuten also die homogenen Koordinaten eines Punktes p auch die 
mit den richtigen Vorzeichen genommenen Verhältnisse seiner Abstände 
Ton den drei Achsen zu den zugehörigen Höhen des Achsendreiecks. 
Die zwischen den Koordinaten bestehende identische Relation (4) geht 
jetzt über in (^ f^^ (y, m) _ . 

(l,I)"*"(2,n)"*" (3,ni)~-^- 
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Jede gerade Linie P teilt die ganze Ebene in zwei getrennte Halb- 
ebenen. Wir wollen diese beiden Seiten der Geraden als die positire 
und die negative voneinander unterscheiden, und wollen den Abstand 
eines Punktes p von jener Geraden mit dem positiven oder negaÜTen 
Vorzeichen versehen, je nachdem er auf der positiven oder negativeii 
Seiten von P liegt. Welche von jenen beiden Seiten 'wir als die 
positive bezeichnen wollen, ist vollständig beliebig. Für die drei 
FundamentaUinien wollen wir jene Bestimmung so getroffen denken, 
dals das Innere des Fundamentaldreiecks stets auf der positiven Seite 
liegt Dann sind die AbsiSnde (1, 1), (2, II), (8, HI) samtlich posittYe 
Zahlen, und die einzelnen Koordinaten (Up, t;,, ao^ eines Punktes sind 
positiv oder negativ, je nachdem p auf der positiven oder negativen 
Seite der betreffenden Fundamentallinie liegt. 

§3. 

Während man die homogenen Koordinaten (Up, t;,, w^ eines 
Punktes jp, wie im vorigen Abschnitte dargelegt wurde, in sehr ver- 
schiedener Weise geometrisch interpretieren kann, sind sie analytiflch 
betrachtet nichts anderes als drei lineare Funktionen der rechtwinkligea 
Koordinaten (rc, y) von p 

(1) Vp = (h^ + 'b%y + c^ 

deren Determinante |a<, &<, Ci\ von Null verschieden ist, und deren 
neun Koeffizienten von der Lage des Achsendreiecks abhängen und 
der Bedingung 

(la) Up + Vp + Wp^l 

genügen. Man kann daher die Grofsen Xy y und mit Hilfe von (la) 
auch die Zahl 1 homogen und linear durch (tfp, c^p, w^ ausdrücken. 
Aus der Auflosung von (1) und aus (la) ergeben sich also drei 
Gleichungen von der Form 

X = a^Up + ß^Vp + y^Wp 

(2) y = ajWp + ftt;, + y,«v 

1 = tfp + Vp+ Wp, 

Hieraus folgt, dafs die Gleichung einer jeden algebraischen Kurve 
f{Xy y)^0 durch Einführung der Koordinaten Up, Vp, Wp homogen 
gemacht werden kann, und diesem Umstände verdai^en die homo- 
genen Koordinaten ihren Namen. Stellt nämlich f(xy y) «» eine 
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algebraische Enrve TOm nf^ Grade dar, so ist ihre linke Seite eine 
Summe von lauter Gliedern 

fOr welche die Summe l + m^n ist Schreibt man also f(x, y) in 
d«r Form ^^^^ ^^ _ Za^^x-y«. (!)-<'+-) 

und fOhrt dann an Stelle Ton x, y, 1 ihre Ausdrücke (2) durch die 
homogenen Koordinaten (Up, Vp, Wp) ein, so erhalt man offenbar einen 
Ausdruck von der Fonti 

F(up, vp, Wp) « HA^^y^v^u^^, 

in welchem die Dimension (Ji + ii + v) jedes Summanden dieselbe und 
zwar gleich n ist 

So muls z. B. die homogene Gleichung jeder geraden Linie Yon 
der Form sein ^^^ ^ ^^^ ^ fj^^ _ 

Wir wollen dieses Resultat benützen, um die homogene Gleichung 
der geraden Linie aufsustellen, welche durch zwei beliebig gegebene 
Punkte 4 und 5 mit den Koordinaten (u^ v^, w^ und (ug, «5, w^ hin- 
durchgeht. Diese Gleichung kann folgendermaisen in Determinanten- 
form geschrieben werden 



(3) 



w. 



%J ^19 



Wa 



Hf «^67 «^6 

Wo. t?„, w. 



0; 



i*p, yp, wp 

denn dieselbe ist homogen und linear in tfp, Vpy Wp und ist offenbar 
erfüllt, wenn der Punkt p mit einem der beiden Punkte 4 oder 5 
zusammenfalli Addiert man in dieser Determinante die beiden ersten 
Kolonnen zur letzten, so werden alle Elemente derselben nach (2) 
gleich 1, und man erhalt die folgende Darstellung der gesuchten Glei- 
chimg in nicht homogener Form 

t«., V., 1 



(3a) 



W«, ««, 1 



:0. 



^P9 ypy 

Sind {y^yV^y w^) die Koordinaten eines dritten festen Punktes 6, 
so wird die Determinante 



(4) 



w. 



'Ay 



^6> 



Wk 



w. 



^By ^67 ""B 

nach (3) dami und nur dann yerschwinden, wenn die drei Punkte 4, 5, 6 
in gerader Linie liegen. 
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Es liegt jetzt nahe, nach der Bedeutung dieser Determinante zn 
fn^en, ftir den Fall, dafis 4; b, 6 drei ganz beliebig in der Ebene 
angenommene Punkte sind. Sind nun (x^, y^, (x^, y^), (x^, y^) die 
rechtwinkligen Koordinaten der drei Punkte 4t, 5, ß, und ersetzt man 
in der Determinante (4) die homogenen Koordinaten yermittelst der 
Gleichungen (1) durch ihre Ausdrücke in den rechtwinkligen Koordi- 
naten, so erhalt man 

I Ui, Vi, Wi\^\ a^Xi + \yi + c^, a^Xi + l^yi + c,, a^Xi + 65?* + c, |, 

und hieraus ergibt sich unter Anwendung des Multiplikationssatzes 



w. 



4; ^47 



»4 




«4, y« 1 




«'s 


— 


^, Vi, 1 




w, 




«6> ^6, 1 








= (4,5,6) 



«1, a,, Oj 

fcj, feg, &3 

^1; ^«7 ^ 



Um nun noch die Substitutionsdeterminante auf der rechten Seite 
dieser Gleichung zu bestimmen, lassen wir die bis jetzt ganz willkür- 
lich angenommenen Punkte 4, 5, 6 bezw. mit den Eckpunkten 1, 2, 3 
des Fundamentaldreiecks zusammenfallen. Da ft^fl<^ftT^T^ die Determinante 
I tii. Vi, Wi I nach (5) des vorigen Abschnittes in 

1, 0, 
0, 1, =1 
0, 0, 1 

übergeht, so ergibt sich zur Bestimmung jener Substitutionsdeter- 
minante die Gleichxmg 

1-(1,2,3) 

dieselbe ist also dem reziproken Werte von (1, 2, 3) gleich. Hieraas 
folgt für die gesuchte Determinante (4) die Gleichung 

w., t;., w. 



C-t • Ct 



(5) 



(4, 6. 6) 
■ (1, 2, 8)' 



»4; "4» »"4 

»5, «'s 

»6, f.» W« 

sie ist demnach gleich dem YerhäUaiisse des Dreiecks (4, 5, 6) znm 
Adisendreieck, positiT oder negativ genommen, je nachdem der TTm- 
lanfssinn jener beiden Dreiecke derselbe oder der entgegengesetzte ist 
Bedeuten wieder Up, Vp, Wp die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes p, so stellt die Gleichung 

«4> »4> «»4 

«6> »6» «'s =C = C(Mp+i;p+«>p) 

Up, Vp, 1* 
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nach (8) anf S. 182 eine ganz bestimmte Parallele zu der durch 4 und 5 
gelegten Geraden dar, da sie auch in der Form 

(4,5,j))=c.(l,2,3)-C 

geschrieben werden kann. Speziell stellen die drei Gleichungen 

Up :=s const; Vp = const, iVp » const 

Parallelen bezw. zur ersten, zweiten oder dritten Achse dar, während 
die Achsen oder die Fundamentallinien selbst durch 

Up = 0, «!p == 0, iVp^O 
charakterisiert sind. 

Als zweite Anwendung der homogenen Koordinaten wollen wir 
die Gleichung des durch fünf gegebene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 hindurch- 
gehenden Kegelschnittes aufsuchen. Schreibt man die Gleichung eines 
Kegelschnittes in homogenen Koordinaten, so wird ihre linke Seite eine 
homogene Funktion der Koordinaten %, Vp, Wp von der zweiten Dimen- 
sion. Kann man also eine solche Funktion bestimmen, welche für fOnf 
gegebene Wertsysteme von Up, t?^, Wp verschwindet, so stellt sie, gleich 
Null gesetzt, den gesuchten Kegelschnitt dar, da dieser im allgemeinen 
durch fünf seiner Punkte eindeutig bestimmt ist. 

Eine solche Gleichung kann aber leicht gebildet werden. Es 
seien allgemein 

W<, ^ii ^i (. = 1,2,8,4,6) 

die homogenen Koordinaten der fünf gegebenen Punkte, bezogen auf 
ein beliebiges Koordinatendreieck, und u,, Vp^ Wp die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes. Setzt man dann zur Abkürzung 



0,1,2] = 



M„ 


«J», 


«*1, 


»1, 


«8, 


«», 






und bezeichnet die anderen ahnlich gebildeten Determinanten ent- 
sprechend, 80 stellt die Gleichm^; 

(6) l[p, 1, 2np, 3, 4] -M[i>, 1, S]iP, 2, 4]=-0 

ofiFenbar fiLr jeden Wert der Parameter X und (i einen Kegelschnitt dar, 
welcher durch die Punkte 1, 2, 3, 4 hindurchgeht; denn die linke 
Seite ist in den laufenden Koordinaten von p vom zweiten Grade, und 
die Gleichung ist erfüllt, sobald man p mit einem jener vier Punkte 
zusammenfallen laist, weil alsdann in jedem der beiden Produkte ein 
Faktor verschwindet. ^Soll nun der Kegelschnitt auch durch den letzten 

Punkt 5 hindurchgehen, so ist das Verhältnis — so zu bestimmen, dafs 
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i[6, 1, 2][6, 3, 4] = ,i[5, 1, 3][5, 2, 4] 

wird, und wenn man den so gefundenen Wert yon — in die obige 
Gleichung einsetzt; so ergibt sich für die Gleichung des gesuchten 
Kegelschnittes der folgende elegante Ausdruck 



(6a) 



[p, 1, 2] O, 8, 4] ^ [p, 1, 8] [p, 2, 4] 
[5, 1,2] [6, 8, 4] [6,1,3] [6, 2, 4]* 



Die hier benützte lUEethode wird in ^euerer Zeit in der analytischen 
Geometrie yielfach angewendet. 

Will man die Gleichung des Kegelschnittes in rechtwinkligen 
Koordinaten haben, so genügt es, die Determinanten [j>, 1, 2' 



durch die entsprechenden Determinanten (p, 1, 2) 



X, 



y> 



Vpy 1 



U.8.W. 



U.S.W. 



zu ersetzen, da sich diese von jenen nach (5) nur durch den reziproken 
Wert der Inhaltsdeterminante des Fundamentaldreiecks unterBcheiden, 
welche sich in der Gleichung von selbst forthebt. 



§4. 

In der Ebene steht dem Punkte die Gerade in der Weise gegen- 
über, dafs im allgemeinen aus jeder Beziehung zwischen einer Anzahl 
von Punkten eine entsprechende zwischen einer gleichen Anzahl von 
geraden Linien entspricht. Aus diesem Ghrunde ist es zweckmäßig, den 
kartesischen oder den homogenen Koordinaten eines Punktes die Linien- 
koordinaten gegenüberzustellen, und auch hier kann man homogene 
und nicht homogene Linienkoordinaten der Untersuchung zu Grande 
legen. Hierdurch gelangt man zu einer zweifeushen geometrischen 

Interpretation youl nicht 
homogenen Gleichungen mit 
zwei oder von homogenen 
Gleichungen mit drei Variab- 
len und gewinnt ein Über- 
tragungsprinzip für geome- 
trische Sätze, welches man 
als das Prinzip der Du- 
alität bezeichnet hat, imd 
das für die ganze neuere Geometrie von fundamentaler Bedeufcong ge- 
worden ist. ' 

Die homogenen Koordinaten einer Geraden kann man ganz 
analog den Punktkoordinaten folgendermafsen definieren. Bezeidbnet 




Plg.8. 



§ 4. Die homogenen Linienkoordinaten. 191 

man wiedemm die drei Ecken des Fnndamentaldreiecks mit 1; 2; 3, 
die ihnen gegenüberliegenden Seiten bezielilich durch I, 11, in, und 
ist P irgend eine gerade Linie in der Ebene, so ist ihre Lage eindeutig 
bestimmt, wenn man ihre kürzesten Entfernungen 

(P, 1), (P, 2), (P, 3) 

Yon den Ecken des Fundamentaldreiecks kennt, da die Gerade P ja 
die gemeinsame Tangente an die mit jenen» Längen als Radien um die 
drei Eckpunkte beschriebenen Kreise ist. 

Führen wir abo die Verhältnisse dieser drei Abstände zu den 
senkrechten Abstanden 

(I, 1), (H, 2), (m, 3) 

der entsprechenden Dreiecksecken yon ihren Gegenseiten als Koordi- 
naten der Geraden P ein, setzen wir also 

^^^ ^^ " (1, 1) ' ^^'- (n, 2)' ^^ "" (HI, 8)' 

80 ist die gerade Linie P durch ihre Koordinaten (Up, Vp^ Wp) ein- 
deutig bestimmt Diese Gleichungen sind völlig analog den in (6) 
auf S. 186 aufgestellten fdr die homogenen Koordinaten eines Punktes. 

Sind YOn den drei Koordinaten (1) der Linie P nur zwei, etwa 
die beiden ersten, gegeben, so ist P bereits als eine der vier gemein- 
samen Tangenten an die beiden mit (P, 1) und (P, 2) um 1 und 2 be- 
schriebenen Kreise bestimmt. Auch hier koimen also die drei homo- 
genen Koordinaten einer Geraden nicht willkürlich angenommen werden, 
sondern es besteht eine identische Beziehung zwischen ihnen, welche 
auficusuclien der Zweck der folgenden Überlegungen ist. 

Ist p ein beliebiger Punkt in der Ebene mit den homogenen 
Koordinaten (tfp, Vp, Wp) und (p, P) sein senkrechter Abstand von der 
Geraden P, so ist dieser eine lineare Funktion der kartesischen, also 
eine homogene lineare Funktion der Dreieckskoordinaten (Up, Vp, w^ 
Ton jp. Es besteht also für diesen Abstand eine Gleichung 

(P, p) « Aup + Bvp + Cwp. 

Die noch unbekannten Konstanten Ä, B, C bestimmen sich leicht, 
wenn man den willkürlich angenommenen Punkt p successiye mit den 
Ecken 1, 2, 3 des Fundamentaldreiecks zusammenfallen läist. Berück- 
sichtigt man nämlich wieder die Gleichungen (5) auf S. 185, so ergibt 
sich 

^-(P,l), B = iP,2), C-.(P,3), 
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oder wenn man die homogenen Koordinaten (1) der Linie P einffthrt, 

wo die Dreieckshohen (1, 1)^ {U, 2), (JH, 3) znr Abkfirznng mit 
\,h^,h^ bezeichnet sind. 

Hieraus ergibt sich die wichtige Fnndamentalformel 

(2) \u^Up + \v,rp + \Wj,Wp^iP,p), 

durch welche der senkrechte Abstand eines beliebigen Punktes p you 
einer beliebigen Geraden P durch ihre homogenen Koordinaten aus- 
gedrückt wird. 

Haben der Punkt p und die Gerade P vereinigte Lage^ d. h. liegt 
der Punkt p in der Geraden P, so wird in dieser Gleichung die rechte 
Seite zu NuU, und dieselbe stellt dann ebensowohl die Gleichung der 
geraden Linie P in Punktkoordinaten, als die Gleichung des Punktes p 
in Linienkoordinaten dar, während die Koeffizienten, die im ersten 
Falle (Ä^ Up, Äj Vp, \ Wp), im zweiten (h^Up, h^Vp, h^tPp) sind, ihre un- 
mittelbare geometrische Bedeutung haben. Speziell stellen 

(3) Wp = 0, Vp^O, «7p = 0, 

beziehlich die Gleichung der ersten, zweiten oder dritten Fundamental- 
linie in Punktkoordinaten, und 

(3a) ?7p = 0, Fp==0, TFp = 

die Gleichungen der drei Fundamentalpunkte in Linienkoordinaten dar. 
um nun die gesuchte Fundamentalrelation fBr die drei homogene 
Koordinaten (Up, Vp, Wp) der Linie P zu erhalten, schreiben wir 
die Gleichung (2) in der Form 

(,p,p)-Up(i,p)+rp(Ji,p)+Wp(m,p) 

und lassen hierin p mit zwei beliebig angenommenen Punkten 4 und 5 
zusammenÜEdlen. Subtrahiert man dann die beiden so entstehenden 
Gleichungen voneinander, so erhalt man 

((P, 4) - (P, 5)) = U,((l, 4) - (I, 5)) + Fp((n, 4) - (n, 5)) 

+ Fi.((m,4)-(m,5)). 

Bezeichnet man aber mit Y eine zu der beliebig gewählten Linie 4, 5 
senkrechte Gerade, so besteht ftlr jede Lage der Geraden P die Gleichung 

(P,4)-(P,5) = (4,5)co8(P,V), 

und zwar kann man die Seiten von Y von vornherein so bestimmeD, 
dafs in dieser Gleichung (4, 5) den absoluten Wert der Entfernung der 



§ 4. Die Belation zwischen den homogenen Linienkoordinaien. 193 

beiden eingeUammerten Punkte bedeutet, wahrend unter (P, Y) ein 
für allemal derjenige Winkel zu yerstehen ist, welcher durch die 
positive Seite der einen und die negative Seite der anderen Geraden 
gebildet wird. Beachtet man also diese Gleichungen, sowie die drei 
entsprechenden f&r die auf der rechten Seite yon (4) auftretenden 
Differenzen f&r ((I, 4) — (I, 5)), ..., so ergibt sich die Belation 

(5) cos (P, V) « ZTpCos (I, T)+rp cos (H, V) + TTpcos (HI, V), 

und in ihr kann offenbar wieder die positive Richtung der willkürlich 
angenommenen Geraden Y ebenfalls ganz beliebig gewählt werden. 
Diese wichtige Gleichung bestimmt also den Winkel (P, Y) der ge- 
wählten Gbraden P mit einer ganz beliebigen Geraden Y aus den Ko- 
ordinaten von P und den Winkeln (I, Y), (ü, Y) und (UI, Y), welche 
jene Gerade Y mit den drei Fundamentallinien bildet. 

Läfist man nun zunächst die Gerade Y mit P zusammenfallen, so 
ei^bt sich 

(6) 1 = Zjpcos (I, P) + Fpcos (n, P) + TTpCOs (IE, P), 

und wemi man femer in (5) die Gerade Y mit jeder der drei Achsen 
I, n, m zur Deckung bringt, so erhalt man fOr die drei in (6) auf- 
tretenden Kosinus die Gleichungen 

cos (I, P) = J7p + FpCos (I, n) + FpCos (I, UI) ' 

(7) cos (H, P) = ü'pcos (n, I)+ Fp + TTpCos (E, lU) 
cos (m, P) = Di» cos (in, 1)+ FpCos (m, U) + TFp. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung (6) ein, so erhalt man die 
gesuchte Belation zwischen den homogenen Koordinaten einer jeden 
geraden Linie 

i^uß + rß + wß + 2i7pFpcos (I, n) + 2FpTrpcos (n, m) 

+ 2TrpCrpcos(in, I), 

oder wenn wir den Index P fortlassen und die Dreieckswinkel (I, IQ, 
(n, ni) und (m, I) durch (3), (1), (2) bezeichnen, 

(8) 1 =» IT« + F« + TT* + 2 UFcos (3) + 2 FTFcos (1) + 2 TTZJcos (2). 

Diese fOr die Linienkoordinaten (27, T^ W) bestehende Gleichung 
laist sich noch auf eine andere Form bringen. Es sei P' die durch 1 
zu P gezogene Parallele und U\ F' und W ihre Koordinaten. Da 
U' offenbar gleich Null ist, so geht für sie die obige Belation über in 

(8a) 1 = F'*+ TF'«+ 2 F' TF'cos (1). 

Krone oker, D«tennixuuiten. 18 
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Nun kann man aber leicht F' und W durch die Koordiiiaten yon P 
ausdrücken. In der Tat folgt aus den fttr die parallelen Geraden P 
und P' bestehenden Gleichungen 

(P', 1)-(P, 1)-(P', 2)-iP, 2)-(P', S)-(P, 3) 
und aus dem Umstände, daJb {P\ 1) gleich Null ist, 

(P', 2) = (P, 2) - (P, 1), (P', 3) - (P, 3) - (P, 1), 
und hieraus ergibt sich 

p.,_ (P^2) _^ (P,l) a,l)_T^ 77ail)_i7 rr»! 
''-(n,2)^'' (1,1) '01,2)- *" ^(n,2)~^ ^äs' 

da die Höhen (I, 1) und (ß., 2) des Achsendreiecks den entsprechenden 
Dreiecksseiten 23 und 31 umgekehrt proportional sind. Genau ebenso 
erhalt man ^ 

(m, 8) 28 

Setzt man diese Werte von F' und TT' in (8 a) ein, so ei^bt sich 
fär die ursprüngliche Relation nunmehr der folgende einfachere aber 
nicht symmetrische Ausdruck 

("- ''f )'+ i.^- '^i)'+ <»-- ^f )('^- f'f )-(i)-i- 

Mit Benutzung dieser identischen Relation zwischen den Koordinaten 
einer beliebigen Geraden kann nun ähnlich wie bei den Punktkoordi- 
naten jede Gleichung zwischen (U, V, W) homogen gemacht werden. 
Als Beispiel für diese Anwendung der homogenen Linienkoordinaten 
betrachten wir die Gleichung eines Kreises vom Radius JR, dessen 
Mittelpunkt p die homogenen Koordinaten (w, v, w) hat, d. L wir 
suchen die Bedingung für die Koordinaten {U, V, W) einer geraden 
Linie Z, damit diese Yonj) = (u, v, w) den senkrechten Abstand iZ habe. 
Nach (2) lautet diese aber 

(9) \uU+h^vV+\wW--^B, 

wo %i, ^, \ wieder die Höhen des Achsendreiecks sind; und dies ist 
daher die gesuchte Gleichung des Kreises, jedoch noch nicht in homo- 
gener Form. Um dieselbe homogen zu machen, erheben wir beide 
Seiten ins Quadrat und formen ihre rechte Seite mit Hilfe der iden- 
tischen Relation (8) um. Dann geht die Gleichung in die folgende 
über, welche homogene Form hat 

^ *^ +2 FTFcos (1) + 2 TF J7cos (2)). 
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Betrachtet man speziell den dem Fandamentaldreieck eingeschrie- 
benen Kreis, so mnfs die Gleichnng (9) befriedigt sein, wenn man die 
Linie { mit einer der drei Achsen I, ü, m zusammenfallen labt, d. h. 
wemi man je eine der Koordinaten U, V, W gleich Eins, die beiden 
anderen gleich Null setzi Ans den drei so sich ergebenden Gleichongen 

(10) h^u^h^v^h^w-^R, 

welche aussagen, dab der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises 
Yon den drei Achsen eine und dieselbe Entfernung hat, ergibt sich 
nun die gesuchte Gleichung in der nicht homogenen Form 

(11) u+ r+ W^l. 

Setzt man die in (10) gefundenen Werte von u,v,i€ ia die Gleichung (9 a) 
ein, so geht diese nach leichten Umformungen über in 

(IIa) ürsm^^^+ rWBm^^^+ WUsm^^^^O-, 

dies ist also die Gleichung des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kreises in ihrer homogenen Form. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Die Determinanten vierter nnd fünfter Ordnung. — Ihre HanpteigenBchaften. — 
Anwendungen der Determinanten vierter Ordnung in der Geometrie der Ebene. — 
Das Produkt zweier Dreiecksinlialte. — Beide Dreiecke sind demselben Ereise 
einbeschrieben. — Kongruente Abbildung zweier Körper aufeinander. — Die kon- 
gruenten Abbildungen erster und zweiter Art. — Orthogonale Systeme. — Que 
Haupteigenschaften. — Dekomposition der orthogonalen Systeme. 

§ 1. 

Wir wollen nnn eine Anflosnngsmethode yon drei homogenen 
Gleichungen mit vier unbekannten geben, welche der im § 1 der elften 
Yorlesnng für zwei Gleichungen mit drei unbekannten gegebenen voll- 
siändig analog ist; durch diese Auflosung werden wir von selbst auf die 
Determinanten vierter Ordnung gefOhrt, deren charakteristische Eigen- 
schaften hier nur deshalb noch hervorgehoben werden sollen, weil 
sie in der analytischen Geometrie des Baumes genau dieselbe» wich- 
tige Bolle spielen, wie die Determinanten dritter Ordnung in der 
Geometrie der Ebene. 

Durch die homogenen linearen Gleichungen 

/; = a^x + 6iy + q^r + djt* — 
(1) ft^(h^ + hy + Cj0 -f (ijM = 

/8= ös^ + hy + ^8^ + ^z^ = 0, 
deren Eoeffizientensystem vom Bange drei sein möge, werden die vier 
Unbekannten bis auf eine multiplikative Eonstante vollständig be- 
stimmt. Es ist nämlich 

wo X eine willkürliche Eonstante bedeutet 

Infolgedessen ist auch der Wert einer jeden linearen Funktion 

(3) f^ax + hy + cz + du 

mit beliebigen Eoef&zienten (a, &, c, d) bis auf eine multiplikative Eon- 
stante völlig bestimmt, wenn die vier Variablen den Gleichungen (1) 
Geometrie bei der eindeutigen Abbildung dreifiicher Mannigfaltigkeiten 
aufeinander. 
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genügen sollen. Set2st man nämlich die yorher gefundenen Werte der 
Unbekannten in den Ausdrack von f ein^ so geht derselbe über in 

Es ist abo f bis anf den willkürlich anznnehmenden Faktor X gleich 
einem ganz bestimmten ans den 16 Koeffizienten von fy fy^, f^, /, ge- 
bildeten Ausdruck, welcher ausgeschrieben folgendermafsen lautet 



(5) 



Wir wollen ihn die Determinante des Eoeffizientensystemes 



6i, Cj, d^ 




«1, Ci, d^ 




a^, &i, di 




(h} hy ^1 


hy <ky ^2 


-& 


0,, Cg, d^ 


+ c 


Oj, &g, d^ 


^d 


<hf hj ^ 


K <k7 ^3 




«3; ^3, d^ 




ö»; h> ^5 




(hy K ^ 



6, 



^ ) 



nennen und ihn durch 



aj, 6i, Ci, rfi 
Oj, 62, Ci, dg 

«8^ ^8^ ^8? ^^d-' 

a, &; 0, d 

(h> \> ^j ^1 
Og, 6„ Cg, dg 

^7 ^3^ ^} d% 

oder, wo kein MiTsyersiändnis zu befürchten ist, kürzer durch 

\ayl,Cy d\ 

bezeichnen. Diese Determinante besitzt vier Zeilen und vier Kolonnen 
und soll deshalb eine Determinante vierter Ordnung genannt 
werden. 

Aus dem Ausdrucke (5) der Determinante vierter Ordnung kann 
nun mit Leichtigkeit gefolgert werden, dais sie genau dieselben 
charakteristischen Eigenschaften besitzt wie die Determinanten zweiter 
und dritter Ordnung. 

Zunächst ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente 
einer beliebigen Horizontalreihe; denn dieses lehrt der Augenschein 
für die erste Zeile, während dasselbe für die übrigen Zeilen aus der 
analogen Eigenschaft der Determinanten dritter Ordnung folgt. Femer 
verschwindet | a, &, c, d |, wenn die Elemente zweier Zeilen beziehlich 
gleich sind. Sind nämlich von den drei letzten Zeilen zwei einander 
gleich, so verschwinden die vier Determinanten dritter Ordnung, welche 
in (5) die Koeffizienten von a, &, c und d sind, und somit auch | a, &, c, d | 
selbst Ist aber die erste Zeile etwa der zweiten gleich, so geht der 
Ausdruck (5) über in 
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und dieses ist identisch "SxJl, wie in (5) auf S. 113 bewiesen wurde. 

Hieraus folgt aber genau wie auf S. 126^ dals die Determinante 
bei Yertauschung zweier Zeilen nur ihr Vorzeichen ändert, und dab 
sie ung^ndert bleibt, wenn man zu den Elementen einer Zeile ein be- 
liebiges Vielfaches der entsprechenden Elemente einer anderen addiert 

Ghinz dieselben Sätze gelten aber auch fOr die Vertikalreihen oder 
Kolonnen der Determinante vierter Ordnung. Aus ihrer Darstellimg 
in (6) geht nämlich unmittelbar hervor, dals sie in den Elementen 
einer jeden Kolonne linear und homogen ist, und üat ebenso einfach 
folgt, dals sie verschwindet, sobald die Elemente zweier Kolonnen 
einander beziehlich gleich sind. Sind nämlich z. B. die Elemente ( 
gleich den entsprechenden a, so verschwinden in (5) die beiden letzten 
Summanden identisch, wahrend die beiden ersten einander aufheben. 
Aus diesem Satze flielsen dann sofort alle oben fBr die Verbindimg 
zweier Zeilen gezogenen Folgerungen auch fOr die Kolonnen. 

Auch hier kann man nun genau so wie dies in der neunten 
Vorlesung fär Systeme von 9 Elementen geschah, beweisen, dab 



eine Funktion der 16 Elemente des Systemes 



a, 


6, 


c, 


d 


Ol, 


ht, 


«1, 


d. 


Oj, 


h, 


«i» 


d, 



«8^ K «S7 ^ 



welche linear und homogen ist in Bezug auf die Elemente jeder Zeile 
desselben, und welche verschwindet, sobald zwei Zeilen einander gleich 
sind, sich von der Determinante \a,h,c,d\ nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden kann; und genau dasselbe gilt auch fElr die Vertikal- 
reihen. Nimmt man also zu diesen Eigenschaften noch die aus (5) un- 
mittelbar folgende Tatsache hinzu, dals die Determinante gleich Eins wird, 
sobald man das System (a, h, c, ä) durch das Einheitssystem vierter 
Ordnung ersetzt, so ist durch sie die Determinante eindeutig bestimmt 
Hieraus folgen nun alle weiteren Eigenschaften dieser Determinanten. 
Wir wollen nur zwei von ihnen erwähnen, welche im folgenden be- 
nützt werden soUen. Da die Determinante in Bezug auf ihre Vertikal- 
reihen genau dieselben charakteristischen Eigenschaften besitzt wie für 
die Horizontalreihen, so bleibt sie ungeandert, wenn man ihre Zeilen 
und Kolonnen vertauscht, d. h. es ist 



(6) 



Of 


h 


c, 


d 




Ol, 

o», 






dr 
d. 


- 


o», 


K 


Cl, 


ds 








^i; 



d, rfi, dg, ^3 
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Komponiert man femer zwei beliebige Systeme yierter Ordnung 



ß, ß', ß", ß'" 

U, d', d", d'" 



und 



h, e, d 



<h> hf H> <^^ 






d. 



genau in derselben Weise miteinander^ wie dies firüher fOr Systeme 
zweiter nnd dritter Ordnung angegeben wurde, so erhalt man ein 
neues „komponiertes System^ 

(a, «', «", ci'")(a, 6, c, d) =s (Zaa, Tab, Tae, Zad^, 

wo sich die Summation immer auf alle oberen Indizes beziehen 
BolL Die Determinante dieses neuen Systemes ist nun offenbar eine 
lineare homogene Funktion der Elemente jeder Kolonne der ersten 
Komponente und verschwindet identisch, sobald zwei Kolonnen des ersten 
Systemes übereinstimmen. Dieselbe unterscheidet sich daher von der 



Determinante | a, a', a", a'" \ nur durch eine von den (a, a\ tx!\ a"') 
unabhängige Gh-öüse, d. h. es ist 

I («, «', «", «"0(a, ft, c, rf) H I «, «', «", «'" I «(a, b, e, d). 

Ersetzt man aber, um den Faktor zu bestimmen, das erste System 
durch das Einheitssystem, so geht die linke Seite über in | a, &, c, cZ j, 
wahrend die rechte gleich 0(a, &, c, d) selbst wird. Es besteht somit 
auch für Determinanten vierter Ordnung der Multiplikationssatz 



(7) 



Taa, Tab, Tac, Tad 
I/3a, Zßb, Zßc, Zßd 
Tya, Tyb, lye, Tyd 
Zda, 1*6, Tic, Tdd 



«, 


«', 


«", 


«'" 




ß. 


ß\ 


ß". 


ßin 




r, 


r\ 


r". 


y>n 




9, 


8', 


*", 


i'" 








h 
hu 

&8> 






d 
d, 
d» 
d» 



Endlich will ich noch kurz auf die entsprechenden Sätze für die 
Determinanten fOnfber Ordnung hinweisen, weil wir auch diesen 
mitunter bei unseren geometrischen Anwendungen begegnen werden; 
jedoch wollen wir auf sie nicht ausführlich eingehen, da die bezüg- 
lichen Besultate ebenso einfach aus der allgemeinen Theorie folgen 
werden. 

Betrachtet man vier homogene lineare Gleichungen mit fOnf un- 
bekannten und unbestimmten Koeffizienten 



(8) 



fi =• «ifl? + &iy + €^0 + d^u + e^v^O 
A = OjiT + J,y + c^0 + d^u + e^v^O 
f^^a^x + b^y + Cg« -f c^aU -f 6it? = 
/i== 0^4^? + b^y + c^g + d^u + e^v « 0, 
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80 kann man ilire LöBnng mit Hilfe der Determinanten vierter Ordnung 
leicht angeben. Ans dem zugehörigen EoefGzientensysteme 



(a, h, c, d, e) « 



Ol, 61, Ci, diy e^ ' 

O,, &2, Cj, dg, % 

^> h> <^p ^9 ^ 

^19 ^A> ^4; ^A9 ^4 



wf 



kann man nämlich f&nf yerschiedene Determinanten vierter Ordnung 
dadurch bilden, da& man je eine Kolonne fortla&t und dann die 
übrigen zu einer Determinante vierter Ordnung vereinigt Bezeichnen 
wir diese Determinanten wieder nach ihrer ersten Zeile durch 

|&i,Ci,di,Ci|, I «1,61, dl, eil, |ai,6i,di,Ci|, |ai,6i,Ci,ei |, \at,\,c^,di\, 

so zeigt man wieder leicht, dals die ftlnf Unbekannten in (8) bis 
auf eine multiplikative Eonstante X voUsl&ndig durch die Gleichungen 

a; = i|&i,Ci,di,ei|, y«-A|ai,Ci,di,ei|, is^+ l\(h,l>ud^y(^\ 
w«-A|ai, &i, Ci, c,|, t? = + i|ai,&i,Ci,di| 

bestimmt sind. Denn eine einfiEKshe Ausrechnung zeigt, ebenso wie 
früher auf S. 196, dals jene Determinanten unsere Gleichungen be- 
friedigen, da die vier Identitäten 

+ e< I Ol, &i, q, dl I = 

für i =» 1, 2, 3, 4 erfüllt sind; und zweitens beweist man genau wie 
auf S. 116, dals jene Gleichungen sicher nicht mehr als eine Losung 
haben können, sobald die Eoef&zienten als unbestimmte angenommen 
werden. 

Infolgedessen ist der Wert einer linearen homogenen Funktion 

(11) /■= ax + by + C0 + du + ev 

jener fünf Gfröfsen mit beliebigen Eoefßzienten bis auf eine multipli- 
kative Eonstante X eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, dsSs 
X, y, IS, u, V jene vier Gleichungen (8) befriedigen sollen. In der Tat 
ergibt sich ja durch Substitution jener fünf Werte in (11) für /* der 
Ausdruck 

/•=i(a|6i,Ci,di,ei|-&|ai,Ci,di,ei| + c|ai,6i,di,ei|-d|ai,&i,Ci,ei| 

+ c|ai,6i,Ci,di|). 

Wir nennen den Eoeffizienten von X wieder die aus dem Eoeffi- 
zientensysteme 



§ 1. Die Deteiminanten fünfter Ordnung. 
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a, 6, Cy d, e ' 

<hy K <h} ^9 ^ 
Oj, 6„ Cj, dj, e^ 

^7 ^3f ^9 ^Zf ^8 
^4* ^4> ^47 ^47 ^4 

gebQdete Determinante fünfter Ordnung und bezeichnen sie so, dals 
wir jenes Eoefßzientensystem zwischen Determinantenstriche einschlielsen, 
oder kürzer nur dnrch die erste Horizontalreihe 

|a, 6, c, d, e\. 

Wortlich ebenso wie vorher anf S. 197 flgd. beweisen wir jetzt mit Hilfe 
der Eigenschaften der Determinanten vierter Ordnung, dafs für den 
Ausdruck 

|a, 6, c, d, c| = a|6i, Ci, dl, Ci| — 6|ai, Ci, (^i, eilH 

die folgenden Fxmdamentalsätze bestehen: 

Die Determinante ist eine homogene lineare Funktion der 
Elemente einer beliebigen Reihe (Zeile oder Kolonne); sie 
verschwindet, wenn die Elemente zweier Parallelreihen ein- 
ander beziehlich gleich sind, und sie ändert nur ihr Zeichen, 
wenn zwei ParaUelreihen vertauscht werden. Sie bleibt un- 
geändert, wenn man zu einer Reihe ein Vielfaches einer 
Parallelreihe addiert. 

Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man die Zeilen 
mit den Kolonnen vertauscht, d. h. wenn man das System 
(a, &, Cy dy e) durch das konjugierte (a, o^, o,, o^, a^ ersetzt. 

Definiert man endlich die Komposition zweier Systeme 
fünfter Ordnung genau ebenso, wie dies vorher für Systeme 
niedrigerer Ordnxmg geschah, so ist wieder die Determinante 
eines komponierten Systemes gleich dem Produkte der Deter- 
minanten seiner Komponenten. 



§2. 
Wir wollen die entwickelte Theorie der Determinanten vierter 
Ordnung zuerst benützen, um einen eleganten Ausdruck für das Pro- 
dukt der Flächeninhalte von zwei Dreiecken 1^ 2,. 3 und 4, 5, 6 her- 
zuleiten, deren Eckpunktkoordinaten 

{^7 Vi), i^7 Vi), (Pky ys) ^d («4. y^f (?^y Vt^y (^6. Ve) 
beliebig gegeben sind. Bezeichnet man wieder mit (1, 2, 3) und 
(4, 5, 6) die doppelten Inhaltszahlen jener beiden Dreiecke, so 
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folgt aus den soeben bewiesenen Sätzen f&r die Determinanten yierter 
Ordnung fOr das gesacbte Produkt die Gleichung 



-(1,2,3)(4,5,6). 



1, cci, Vi, 




1, ai, y», 




1» a^» y» 




0, 0, 0, 1 





0, 0, 0, 1 

*4> *T[> ^ij, 

Vt, Vt, ytf 

1, 1, 1, 

«»«4+y,y4» «.a^ + yj^j, aiai, + y»y., i 



Subtrahiert man aber allgemein fOr » — 1, 2, 3 Ton der »'*" Zeile die 
mit Y (o^ + ^) multiplizierte letzte Zeile und dann Ton der eraten, 
zweiten und dritten Kolonne die mit 

T(^*+y»> T(^+yD' y(^+!^) 

multiplizierte letzte Kolonne, so tritt an die Stelle jedes der nenn 
inneren Elemente o£fenbar das folgende 

= — Y (i, Jcy «=1, t, 8; t-4, 8, ex 

wenn dnrch (i, X;) die Entfernung des Eckpunktes % des ersten Dreiecb 
Ton dem Eckpunkte h des zweiten bezeichnet wird; es ergibt sich also 
die Gleichung 

-f(l,4)«, -4-(l,5)«, -4-(l,6)», 1 

-1(2,4)», -i-(2,5)«, -4(2,6)«, 1 

-4(3,4)», -4(3,5)», -4(3,6)», 1 
1 . 1 . 1.0 



(1,2, 3). (4, 5, 6) 



Schafft man endlich noch die Koeffizienten — ^ dadurch fort, dals 
man die drei ersten Zeilen mit — 2 multipliziert und dafOr die letzte 
Kolonne durch — 2 diyidiert, wodurch die ganze Determinante mit +4 
multipliziert wird, so ergibt sich die Formel 

(1, 4)», (1, 5)», (1, 6)», 1 



(1) 4.(1, 2, 3). (4, 5, 6) 



(2, 4)», (2, 5)», (2, 6)», 1 

(3, 4)», (3, 5)», (3, 6)», 1 

1 . 1 . 1.0 



§ 2. Das Produkt zweier Dreiecksinhalte. 
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Von dieser eleganten Determinantenformel f&r das Produkt zweier 
Dreiecksinhalte wollen wir noch zwei spezielle Fälle betrachten. Liegen 
die drei Punkte 1^ 2, 3 nicht in einer Geraden, so verschwindet die 
obige Determinante dann und nur dann, wenn der Inhalt des Dreiecks 
(4, 5, 6) gleich Nnll ist. Das Verschwinden der obigen Determinante 
gibt nns somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafQr, dab 
die drei Punkte 4, 5, 6 in einer geraden Linie liegen, oder also sie 
liefert uns die Beziehung, welche zwischen den neun Entfernungen 
dreier Punkte einer beliebigen Geraden Ton irgend drei Punkten der 
Ebene bestehen muls. 

Labt man femer die Punkte (4, 5, 6) beziehlich mit (1, 2, 3) 
zusammenfallen, so ergibt sich der folgende Ausdruck für das Quadrat 
des Dreiecksinhalts (1, 2, 3) 



(la) 4(1,2,3)«- 



0, (1,2)«,(1,3)M 
(1,2)«, 0, (2,3)«, 1 
(1,3)«, (2,3)«, 0, 1 



1, 



1, 



0, c«, 6«, 1 
c«, 0, a», 1 
&«, o«, 0, 1 

1, 1, 1, 



wenn die Längen der Seiten (2, 3), (3, 1), (1, 2) beziehlich durch a, b, c 
bezeichnet werden. 

Das Verschwinden dieser Determinante gibt die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafcLr, dals drei Punkte 1, 2, 3 auf einer Ge- 
raden liegen; je drei Punkte einer beliebigen Geraden und nur sie sind 
somit durch diese Relation miteinander verbunden. 

Subtrahiert man in der Determinante (la) die erste Kolonne von 
den beiden folgenden und verfahrt dann ebenso mit den Zeilen der so 
umgewandelten Determinante, so geht sie über in 

c^ 6^ 1 

a«-6», -6«, 1 



4(1,2,3^= + 



-2c», a«-&«-c« 



= 46V- (a»- 6«- c^y^ [- a>+ (& + c)^[a^- (6 - cy] 

= 165 (S — a) (S — 6) (S — C) *=Y(a+6+.c); 

wir sind somit hier zu der bekannten Formel der Trigonometrie für 
den Dreiecksinhalt, ausgedrückt durch die drei Seiten, gelangt 

Wir wollen nun noch den speziellen Fall betrachten, dab beide 
Dreiecke (1, 2, 3) und (4, 5, 6) einem und demselben Kreise mit dem 
Badius r einbeschrieben sind. Es sei der Mittelpunkt jenes Kreises 
der Koordinatenanfangspunkt; sind dann J und J^ die Dreiecksinhalte, 
so ist identisch 
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4J^7i = 



h «1, Vi 

h «», y» 
i> «j» y» 



+ ^4,1 + «TS» + «8 
+ Vi, + »6» + Ä 



y*, »6, ye *•» -a«, -y» 

»^-«ia;4-yiy4, r«-«ia%-yiy5, f^-x^x^-y^y^ 

r»-a^ «4-^,^4, r*-XtXt-y,yi, r^-x^Xt-y^y, 

'-^\f'-x,x,-y,y,\ G'ZiJ.). 

oder da 

ist^ 80 ergibt sicli, wenn man anf beiden Seiten mit 8 mnltiplizieri 
nnd rechts die Entfernungen (i, ky einfahrt 

(1, 4)«, (1, ö)«, (1, 6)« 
(2) 32 J-J,-ji- (2,4)», (2,5)«, (2,6)» 

(3, 4)«, (3, 6)«, (3, 6)» 

Diese Determinante unterscheidet sich von der oben gefimdenea (1) 
nnr durch das Fehlen des Bandes. 

Fallen die beiden Dreiecke (1, 2, 3) und (4, 5, 6) zosammea, so 
geht unsere Gleichnng (2) über in 

0, c», 5» 



4«^'=I^. 



c*, 0, o» 
6», a«, 



oder wenn man in dieser Gleichung die Kolonnen beziehlich mit a*, V, (? 
multipliziert und daf&r die Determinante durch a*h*(^ dividiert 



4J« = 



8r» ä'h^c* 



0, 5»C«, C»&» 
aV, 0, c*a^ 
o»6», 6»a», 



5^-a»6V 



0, 


1, 1 


1, 


0, 1 


1, 


1, 



und da jene letzte Determinante offenbar gleich 2 ist, so folgt die 
Gleichung a.6.c = 4r.J. 

In jedem Dreiecke ist also das Produkt ans den drei 
Seiten gleich dem vierfachen Prodnkte aus seinem Inhalte imd 
dem Radius des umschriebenen Kreises. 



§3. 

Eine besonders wichtige Anwendung und Yeranschaulichung er- 
fahren die Sätze über die Komposition der Systeme in der analytischen 
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Wir betrachten irgend zwei beliebig im Banme liegende Körper 
K tuid K\ nehmen in jedem von ihnen ein fest mit ihm yerbnndenes 
rechtwinkliges Koordinatensystem an^ deren Anfangspunkte beziehUch 
and 0' sein mögen. Dann wollen wir einem beliebigen Punkte P 
Ton K den Punkt P' von K! zuordnen, wenn zwischen ihren Koordi- 
naten {Xy y, fs) und {x\ y', g') die Gleichungen bestehen 

x'== l x + [i y + v 

(1) y'^X'x + ii'y + v'z 

0'^X"x + ii"y + v"0. 

Jedem Punkte P des Körpers K entspricht dann ein und nur ein Punkt 
F'yojiK', jedoch braucht das umgekehrte nicht notwendig stattzufinden. 

(X, ^y V \ 
^'f l^\ ^' ) gleich Null, 

dann kann man drei nicht samtlich verschwindende Zahlen jp, g, r so 
bestimmen, dafis in der Gleichung 

px' + qy' + r^' = (i)i + 2 A' + r i") rc + (pft + gft' + r^t") y 

+ {pv + qv' + rv") 

die Koeffizienten Yon x, y, auf der rechten Seite identisch ver- 
schwinden^ d. h. dals die Gleichung 

(2) jpaj'+ffy'-fr^'-O 

fOr jedes Wertsystem {Xy y, 0) identisch erfüllt ist. Daraus folgt, dals 
allen Punkten P des Körpers K nur solche Punkte P' von K' ent- 
sprechen können, welche in der durch (2) bestimmten Ebene E' liegen. 
In diesem Falle ist demnach das Entsprechen kein eindeutiges. 

Jy^gegesa erkennt man leicht, dals falls die Determinante des Sub- 
stitutionssystemes von Null verschieden ist, jedem Punkte von K ein 
Punkt von f entspricht und umgekehrt. Ist nämlich die Determinante 
]X, [i, v\^Oy und ist 



I m, m', m" 1 
\n, n', n"/ 



das za (A, (i, v) reziproke System, so dals also 

A, V, V\yX, n, v^ /l, 0, (K 

[m, m',fn"](x', p,\ v' ]^{o, 1, o) 

\», n', n"/\x",ii",v"/ \0, 0, 1/ 

ist, so erhalt man, wenn mau die Gleichungen (1) beziehlich mit l, V, l" 

malüpIizieTt, die Produkte addiert, und dann entsprechend mit m, m', m" 



206 Zwölfte Yorlenukg. 

und 9»; n', n" verfahrt^ die folgenden AuBdrflcke yon x, y, s dorek 

(3) y-»mx' + m'y'+m"z' 

z^-'nx' + n'y' + n^z'. 

Die Punkte yon K nnd K' werden einander also dann und nur 
dann dnrch die Gleichung (1) eindeutig zugeordnet, wenn die Sub- 
stitutionsdeterminante von NuU yerschieden ist 

Von besonderer Wichtigkeit für die analytische Geometrie sind 
nun diejenigen Abbildungen, bei welchen je zwei entsprechende Punkte 
gleiche Entfernung haben. Eine solche eindeutige Zuordnung heifst eine 
kongruente Abbildung, die zugehörige Transformation (il,fi,v) wird 
eine orthogonale genannt. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die 
Substitution (1) so zu bestimmen, dals dieser speziellen Bedingung 
genügt werde. 

Nun kann man sich zunächst ohne jede Rechnung überzeugen, 
dafs jene Abbildungen in zwei yoneinander yoUig yerschiedene Elassen 
zerfallen müssen. Zu diesem Zwecke betrachten wir drei Punkte 1, 2, 3 
yon K, welche nicht in einer Geraden liegen, und suchen die ihnen 
entsprechenden Punkte 1', 2', 3' yon K\ Dann sind die beiden durch 
sie gebildeten Dreiecke (1, 2, 3) und (1', 2', 3') einander kongruent^ 
weil ihre Seiten nach der über die Substitution gemachten Yoraos- 
setzung einander gleich sind. Wählt man femer einen beliebigen 
Punkt 4 in der durch (1, 2, 3) bestimmten Ebene E, so liegt der 
entsprechende Punkt 4' in der das Dreieck 1', 2', 3' enthaltenden 
Ebene E\ weil seine Entfernungen yon den Punkten 1', 2', 3' mit 
denen des Punktes 4 yon 1, 2, 3 übereinstimmen. Legt man also, wu 
stets möglich ist, die Ebene E^ so auf E, dafs die Punkte 1', 2', 3' 
auf die ihnen entsprechenden 1> 2, 3 fallen, so fallt yon selbst jeder 
Punkt 4' yon E' auf den ihm entsprechenden 4 yon E] die einander 
zugeordneten Punkte in den beiden entsprechenden Ebenen können 
also stets durch Aufeinanderlegen der Ebenen zur Deckung gebracht 
werden. 

Wir denken uns nun K' so bewegt, dals E' auf E fallt, und 
betrachten nunmehr zwei einander entsprechende Punkte 5 und 5', 
welche nicht in E bezw. E' liegen. Dann erkennt man sofort, dals 5' 
entweder mit 5 zusammenfallen, oder aber zu 5 in Bezug auf die 
Ebene £' symmetrisch liegen muls; denn nach der in Bezug auf die 
Abbildung gemachten Voraussetzung besitzen ja 5 und 5' dieselbe 
Entfernung yon jedem der zusammenfedlenden Punkte 4 bezw. 4' in 
der Ebene E. 
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Es sei nun znnächst die Abbildnng eine solche^ dals zwei be- 
stimmte einander entsprechende Punkte 6 und 5' zusammenfallen; dann 
erkennt man leicht^ da(s dann auch alle entsprechenden Punkte zu- 
sammenfoUen müssen^ dab also in diesem Falle der Körper £*' in eine 
solche Lage gebracht werden kann^ dals alle entsprechenden Punkte 
sich decken. Betrachtet man nämlich zwei beliebige entsprechende Punkte 
6 und 6', so besitzen beide von den vier Ecken der beiden zusammen- 
Menden Tetraeder (1, 2, 3, 5) und (1', 2\ 3', 5') dieselbe Entfernung, 
und dies ist dann und nur dann möglich, wenn sie zusammenfallen. 

Ist dagegen 5' das Spiegelbild von 5 in Bezug auf E, so ist auch 
jeder andere Punkt 6' das Spiegelbild seines entsprechenden Punktes 6; 
demi fiele er mit diesem zusammen, so mülsten ja nach dem soeben 
gefOhrten Beweise alle anderen, also auch 5 und 6' zusammenfallen, 
was nicht der Fall ist. 

EEiemach zerfallen also die kongruenten Abbildungen eines 
Körpers K auf einen anderen JET' in solche, bei welchen alle ent- 
sprechenden Punkte derselben zur Deckung gebracht werden können, 
und in solche, bei welchen dies nicht möglich ist. Bei letzterer Ab- 
bildung können zwar zwei beliebige entsprechende Ebenen Punkt fOr 
Punkt zur Deckung gebracht werden; dann müssen aber je zwei nicht 
in ihnen liegende entsprechende Punkte in Bezug auf jene Ebene sym- 
metrisch liegen. 

Die einfsEkchsten Falle dieser beiden Abbildungen sind die folgenden 

(4) y^ y' 9= »' 

Bei der ersten entsprechen den Punkten der drei Achsen von K die 
entsprechenden Punkte der Achsen von £*', bei der zweiten entsprechen 
sich die Punkte der d^^-Ebene und a;'y'- Ebene, welche gleiche Abscissen 
haben, während jedem Punkte der jer-Achse mit positiver Abscisse der- 
jenige Punkt der i?'- Achse mit negativer Abscisse entspricht, welcher 
die gleiche Entfernung vom Anfangspunkte hai 

Es ist nun leicht, ähnlich wie im § 8 der vierten Vorlesung, die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafOr zu finden, dais die durch 
die Gleichungen (1) vermittelte eindeutige Abbildung eine kongruente, 
d. h. dais die zugehörige Transformation eine orthogonale ist, so dals 
also je zwei entsprechende Punktepaare gleiche Entfernung haben. Sind 
nämlich P und P' zwei beliebige entsprechende Punkte, (rr, j(, 8) und 
{x\ ff', ß') ihre Koordinaten, so müssen, da die beiden Anfangspunkte 
und 0' sich gegenseitig entsprechen, die Entfernungen OP und O^P* 
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einander gleich sein, <L L es müssen die Koeffizienten in (1) so gewSMt 
werden, daCs 

(5) a^+y^+^^^x^n^yf^+gft 

ist. Geometrisch heilst das: Eine Abbildung von K auf K' kann nur 
dann kongruent sein, wenn diejenigen Punkte, welche auf zwei um die 
Anfangspunkte mit gleichem Badius beschriebenen Engeln liegen, em- 
ander eindeutig entsprechen. Genügen aber anderseits die Koeffizienten 
dieser Forderung, so ist die Transformation eine orthogonale. In der 
Tat sind (P^, P,) und (Pj[, P^) zwei beliebige entsprechende Punktepaare 
^d (a^, y^, g^), (a^, y„ e^) bezw. (x[, y[, e'^, (a?i, »i, e'^) ihre Koordi- 
naten, so hangen dieselben ebenfalls durch die Gleichungen (1) zu- 
sammen. Bezeichnet man also die Koordinatendifferenzen 

(a^-a^i, %-yi, ^«-^ ^d (x^-xl, y^-y[, ei-e[) 

beziehlich durch 

(z, r, Z) und (Z', r, z'), 

so bestehen auch zwischen ihnen die Gleichungen 
Z'=2 Z + ft Y+v Z 

r«A'z+ft'r+i/'z 
z'=rz + ft"r+v"z. 

Sind nun die Substitutionskoeffizienten so gewählt, dals die Glei- 
chung (5) erfüllt ist, so ist also auch 

p;pi*=z«+ r«+-^^=-z'»+r«+z'»=Pi^*, 

die Abbildung ist also eine kongruente. 

Um nun die Bedingungen zu erhalten, welchen die nenn Koeffi- 
zienten der in (1) betrachteten Transformation 

genügen müssen, damit die Substitution eine orthogonale sei, ersetzen 
wir in (5) die Variablen x\ y\ z^ durch ihre in (1) angegebenen Aus- 
drücke. Setzt man in der so sich ergebenden Gleidiung 

a;2 + y2 + ^2= (iic + fty + vBf + (i'a; + ft'y -f i;'£r)«+ (i"a; + ^"y + v''if 

die Koeffizienten der einzelnen Yariablenprodukte auf beiden Seiten ein- 
ander gleich, so erhalt man ein System von neun Gleichungen für die 
Substitutionskoefüzienten, welche man unter Benützung der fOr die Kom- 
position zweier Systeme gegebenen Begehi f olgendermaGsen schreiben kann 



(r, ^', 1/') 
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/X, X\ r\/i, ^, i/v /l, 0, (K 

(6) U, ft', ft") X', ft^ i^'l^lO, 1, 0), 

Vi;, v\ v"/\x",ii",v"/ Vo, 0, 1/ 

oder kürzer, wenn mit 8 wieder das zu 8 konjugierte System be- 
zeichnet wird 
(6a) 8-8^ E. 

Ein System 8 ist demnach dann und nur dann ein ortho- 
gonales, wenn es mit seinem konjugierten komponiert das 
Einheitssystem ergibt 

Da die Determinante von 8 von Null verschieden ist, so existiert 
ein und nur ein zu 8 reziprokes System 8''\ f£lr welches 

(7) /S-'.fif = S.flf-'--B 

ist; hieraus ergibt sich aber durch Yergleichung mit (6 a) 
(7a) 8''^ 8, 

i. h. das System 8 ist dann und nur dann orthogonal, wenn 
das reziproke System dem zu 8 konjugierten gleich ist. 

Ersetzt man in den beiden Gleichungen (7) das reziproke System 
durch das transponierte 8, so ergeben sich die beiden Oleichungs- 
systeme S-8^8'S^E, oder 

/X, i', X\/X, II, v^ /i, II, vs/X, X\ X\ /l, 0, (K 
(8)( f*, ft', ft")( X\ fi', v' )«( A', I.', v^ ) fi, (i', ii")^{0, 1, 0), 
Vi;, v', v"/\x", ii", v"/ Vx", ii", v"/\v, v', v"/ Vo, 0, 1/ 

^welche ausgeschrieben folgendermaCsen lauten 

X^+ X'»+ X"^^ ^»+ ^'«+ ^"«= v^+v'^+ i;''« = l 
X(i + X'ii'+X"ii"^fLv + ii'v'+ti"v"-=:^vX + v'V+v"X"^0 
i«+ ^a+ y^^ x'i+^f^+ v'«= X"»+ /*">+ 1/"»- 1 
XX'+(iii'+vv'^ X'X"+ii'ii"+v'v"=X"X + (i"ii + v"v = 0, 

Ton denen die sechs letzten eine Folge der sechs ersten sind, wie auch 
leicbt direkt verifiziert werden kann. 
Es gilt also zunächst der Satz: 

Ist 8 ein orthogonales System, so ist auch das konjugierte 
8 ebenfalls orthogonal 

Aus der Definitionsgleichung (6 a) für die orthogonalen Systeme 
ergeben sich femer die beiden wichtigen Folgerungen: 

Krone oker, Detemdiuuiiteii. 14 
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Sind 8 imd T zwei orthogonale Systeme, so ist es auch 
ihr Prodnkt ST. 

Ist nämlich 8S=TT=^E, so ist in der Tat 



(8T)(8T)==T8ST^TT^E. 

Ist 8 ein orthogonales System, so ist auch das reziproke 
System orthogonal. 
In der Tat folgt ja ans der Gleichung 88^ E dnrch Übergang 
zu den reziproken Systemen 

Geht man endlich in den Gleichungen (8) Yon den Systemen za 
den Determinanten über und berücksichtigt, dab die beiden dort auf- 
tretenden konjugierten Systeme gleiche Determinanten haben, so er- 
gibt sich 



oder 



|S|*. 


»1 


A, 


f*> 


V 


*', 


/*', 


p' 


X", 


/*", 


v» 



±1. 



Die orthogonalen Systeme zerfidlen also in zwei wesentlich verschiedene 
Klassen, je nachdem ihre Determinante + 1 oder — 1 ist Die ein- 
fachsten orthogonalen Systeme beider Blassen sind die folgenden 

/l, 0, Ov /l, 0, Ox 

(9) JS; = (0, 1, O) und E^^IO, 1, 0). 

\0, 0, 1/ \0, 0,-1/ 

Ihnen entsprechen die vorher betrachteten orthogonalen Substitu- 
tionen (4). Bei der ersten von ihnen bringt man die entsprechenden 
Punkte von K und K^ zur Deckung, indem man die drei Achsen 
von K' mit den entsprechenden von K nach Lage und Richtung zur 
Deckung bringt; bei der zweiten muls man noch die positive Richtung 
der xr-Achse umkehren, damit alle entsprechenden Punkte sieh dedcen; 
bei dem zweiten Systeme können also die beiden Körper K und £' 
nicht so aufeinander gelegt werden, dais je zwei entsprechende Punkte 
sich decken. 

§4. 

Im folgenden soU nun die Zerlegung der orthogonalen Systeme 
in elementare dargestellt und im Anschlüsse hieran ihr geometrischer 
Charakter geprüft werden. 
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Da das Produkt beliebig vieler orthogonaler Systeme wieder 
orthogonal ist^ so liegt der Gedanke nahe, dieselben ebenfalls als Pro- 
dukte Yon Elementarsystemen darzustellen. Wir wollen dies tun und 
zwar wollen wir unter Elementarsystemen die folgenden drei Systeme 
-verstehen, welche eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben, 

/ «, ß, Ov / «1,0, /8ix /l, 0, 0. 

(l)E,,-(~^, a, , E,3«( 0, 1, , JE?,a- 0, a,, ft , 

V 0, 0, 1/ V-ft,o, «/ Vo,-ft, «,/ 

^0 die Eonstanten (a, ß), (o^, ß^), (a^, ß^) nur den Bedingungen 

a^+ß'^i^, + ßl^al + ßl^l 

genügen müssen. Diese Systeme E^, E^, E^^ gehen aus dem ortho- 
gonalen Systeme zweiter Ordnung dadurch hervor, dals eine dritte, 
zweite oder erste Zeile und Kolonne mit den entsprechenden Gliedern 
des Einheitssystemes hinzugefügt werden. Die Determinante aller dieser 
Systeme ist offenbar gleich + 1. Aus der zum ersten Systeme gehörigen 
Transformation 

aj' « ax + ßy 

y*^ — ßx + ay 

erkennt man mit Hilfe der auf S. 63 unten gemachten Bemerkungen, 
dab hier die entsprechenden Punkte von K' und K dadurch zur 
Deckung gebracht werden können, dals man die Achsen von K' auf 
die von K legt und hierauf K' um die 0- Achse um denjenigen 
'Winkel 9 dreht, für welchen 

cos 9 » a, sin 9p s /! 

ist Ebenso sieht man, daCs bei den beiden anderen elementaren ortho- 
gonalen Transformationen die Koinzidenz durch eine Drehung um die 
y-, bezw. um die je;- Achse herbeigeführt werden kann. 

Die Komposition mit einem Elementarsysteme entspricht also 
geometrisch einer Drehung des Koordinatensystemes um eine der drei 
Achsen um einen bestimmten Winkel q>. Offenbar ist auch das zu 
einem Elementarsysteme reziproke System ebenfalls elementar; es ent- 
spricht der Drehung um dieselbe Achse um den negativen Winkel •— 9. 

Nennen wir wieder zwei orthogonale Systeme 8 und T äquivalent, 
wenn sie sich nur um Elementarsysteme von der Form (1) unter- 
scheiden, so besteht der Satz: 

14* 
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Jedes orthogonale System ist einem der beiden reduzierten 

1, 0, On 



= 0, 1, 



^0, 0, c> 
äquivalent, wo auf der rechten Seite « = ± 1 ist. 

Es sei nämlich 8 ein ganz beliebiges orthogonales System, dami 
kann es so mit den elementaren Systemen (1) hinten komponiert werdoi, 
dals alle Glieder oberhalb der Diagonale verschwinden. Zunächst 
können wir voraussetzen, dais in der ersten Zeile mindestens ein Glied 
^ ist, da ja die Determinante von S von Null verschieden ist Es 
sei also etwa X oder /& nicht gleich Null. Dann bestimme man zn- 
nächst die Eonstanten a, ß des Systemes E^^ ^^f ^^ ^ ^^^ Eom- 
Positionsresultate 

/X, [i, V \/ a, ß, 0\ /Xa-iiß, Xß + iia, v\ 

A', ii\ v' -/S, «, = A'«-ft'/J, X'ß + i^'a, v') 

\X",ii",v"/\ 0, 0, 1/ \X"a-ii"ß, X"ß + ii"a, W 

das in der ersten Zeile an zweiter Stelle stehende Glied verschwindet, 
während das erste positiv ist, d.h. so, dals die drei Bedingungen 

Aa — fi/J>0, Xß + iia^O, «>+/?"= 1 

erftÜlt sind. Diesen Bedingungen wird durch die Bestimmung 

ß 



yv+(L^ '^ yv+ii:^ 



genügt, wo unter YX^ + (i^ der positive Wert dieser nach der Vor- 
aussetzung nicht verschwindenden Quadratwurzel verstanden werden soll. 
ELierdurch geht das System S über in eines, dessen erste Zeile die 

^"™ {l, 0, l") 

besitzt, und in welchem aufserdem { positiv ist. 

Dieses neue System kann man nun durch Komposition mit dem 
zweiten Elementarsysteme so umformen, dals auch an die Stelle von V 
die Null tritt, während das erste Glied das positive Vorzeichen behalt. 
Dadurch erhält man ako ein neues orthogonales System von der Form 

/h 0, 



H^\ m", n"/ 



In diesem muüs mindestens eine der beiden Gh^üsen m' und n' von 
Null verschieden sein, da andemfitUs die Determinante verschwinden 
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würde. Durch Komposition mit einem geeigneten dritten Elementar- 
Systeme JE^, kann man also auch n' zom Verschwinden bringen, nnd zwar 
so, daJjs m'>0 bleibt Jedes orthogonale System kann also durch 
Komposition mit den drei Elementarsystemen anf die Form 

I, 0, 



/i, u, u \ 

( l', «', 
^l", m", n"^ 



gebmcht werden, wo I iind m' positive Zahlen sind. Da aber @ 
eben£EJls orthogonal ist, so mols 

A 0, Ox A V, v\ .1, 0, 0. 

@® = (r, m', )(0, m', in")-(0, 1, 0) 
Vi", w", n"/ Vo, 0, n"^ Vo, 0, 1/ 

sein, und hieraus folgt, es muis von selbst 

p=l, m'«-l, n"*-l, r«I"-TO"=0 

sein; da aber auiserdem I und m' positiv sind, so folgt 

I = Tn' = l, n = 6 = ±l. 

Für jedes orthogonale System besteht ako in der Tat eine Kom- 
positionsgleichung Ton der Form 

/l, 0, 0, 
8E„ 



^^.E,,.E„=.l0, 1, 0U(«), 
Vo, 0, s^ 



oder auch, wenn man die Elementarsysteme auf die rechte Seite schafft, 

S^is)E^EiE[„ 

WO jetzt die rechts stehenden orthogonalen Systeme wieder elementar 
sind, da sie bezw. zu E^^y E^i, E^^ reziprok sind. 

Geht man endlich yon den Systemen zu ihren Determinanten über, 
so ergibt sich, da die drei Elementarsysteme die Determinante 1 haben 

imd|«|-«ist ,_|S| = ±1. 

Je nachdem also das orthogonale System S die Determinante + 1 
oder — 1 besitzt, geht dasselbe aus einem der beiden reduzierten 
Systeme (e) auf S. 212 durch Komposition mit drei geeignet gewählten 
Elementarsystemen hervor. 

Hat nun 8 zunächst die Determinante 1, so dafs also 

S^E^^^^EU 

ist, so entspricht jede der drei Substitutionen E'^^y E^^y E[^ für sich 
betrachtet einer Drehung von K' um die x-, y-, j9- Achse um einen 
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bestimmten WinkeL Ist also | jS | » 1^ so kann der Körper K^ aus der 
yereinigten Lage seiner Aclisen mit denen von K dnrdi drei Drehungen 
am seine a;'-Achse^ hierauf nm seine y'- und endlich mn seine isr'- Achse 
so gedreht werden^ dafs die entsprechenden Punkte koinzidieren. 

Ist dagegen |ig|«— 1, so mufe vor der Vornahme jener drei 
Drehungen zunächst die Richtung einer der Achsen^ z. B. der £r- Achse, 
geändert werden; in diesem Falle kann K^ nicht durch Drehung mit K 
in zusammenfallende Lage gebracht werden. 

Denkt man sich K und Tl im ersten Falle in der Lage, dals alle 
entsprechenden Punkte zusammenfallen, und besitzt derselbe Punkt P in 
Bezug auf K und £' die Koordinaten (x^ y, e) und {x\ y\ 0^), so be- 
stehen zwischen Urnen die Gleichungen 

x^=Xx + iiy + vZy 



wo 8 '8^1 und |iS{»-fl ist Diese Gleichungen repräsentieren 
also die allgemeinste Koordinatentransformation für rechtwinklige Ko- 
ordinaten mit Beibehaltung des Anfangspunktes. Ist dagegen | jS|»— 1, 
so hat man auJser der Drehung noch eine Bichtungsanderung, etwa 
die der 0-Achse, Yorzunehmen, um K in K' überzufOhren. 

Ist der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystemes £) 
und wählt man auf der positiven x-, y- und ier-Achse je einen Punkt 1, 
2 und 3, so erhalt man ein Fundamentaltetraeder 0, 1, 2, 3. Wir wollen 
JTab ein Koordinatensystem der ersten oder der zweiten Art bezeichnen, 
je nachdem von dem Punkte 3 aus gesehen die ümlau&richtung ... 1 ... 2 
um das Dreieck 0, 1, 2 die positive oder die negative isi 

Ist dann K' ein anderes System mit dem Anfangspunkte 0', und 
wählt man 1', 2', 3' auf den drei Achsen mit den gleichen Abstanden 
von 0' wie bezw. 1, 2, 3 von 0, so lehren die Betrachtungen auf S. 206 
und 213, dafs man durch Verschiebung und Drehung von K' die Punkte 
0', 1', 2' und 0, 1, 2 zur Deckung bringen kann, und daJb dann 3' und 3 
und damit auch K' und K dann und nur dann koinzidieren, wenn beide 
Systeme nach der obigen Definition von derselben Art sind. Zwei Ko- 
ordinatensysteme K und K' sind abo von derselben Art oder nicht, je 
nachdem in den Transformationsformeln | S | «= -f 1 oder | S | = — 1 ist. 
Wir werden im folgenden immer ein Koordinatensystem erster Art 
voraussetzen, d. h. annehmen, dafs von einem Punkte oberhalb der 
xy-'Ebejie aus gesehen der ümlaufssinn ... 1 ... 2 der positive isL 
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Berechnung des Tetraedeirolumen aiu den Koordinaten seiner Ecken. -^ An- 
wendungen. — Die Gleichung der Ebene im Baume. — Die JJe^^rache Normal- 
fonn far die Gleichung der Ebene. — Das Tetraeder. — Berechnung des Tetraeder- 
Yolumen aus Lftnge und Richtung von drei zusammenstofsenden Kanten. — Der 
Sinus einer körperlichen Ecke. — Grundeigenschaften des StaudtBohea Sinus. — 
fiesthnmung des Produktes zweier Tetraedervolumina aus Länge und Bichtung der 
Kanten je einer Ecke. — Berechnung des Tetraedervolumen aus der Gröfse und 
Stellung von drei zusammensto&enden Flächen. — Das Produkt zweier Tetraeder- 
volumina aus der GhrOise von je drei zusammenstofsenden Flächen und den Winkeln 
derselben. — Berechnung des Tetraedervolumen aus seinen sechs Kanten. •— 

Folgerungen. 

§ 1. 

Die Entwickelnngen des vorigen Abschnittes sollen nun benützt 
werden, um das Volumen eines Tetraeders aus den Koordinaten seiner 
vier Eckpunkte zu berechnen. 

Zunächst wählen wir das rechtwinklige Koordinatensystem erster 
Art K' so, dalB jener Inhalt mit Hilfe eines bekannten Satzes der 
Stereometrie berechnet werden kann. Es sei die eine Ecke des Tetraeders 
der Koordinatenanfangspunkt unseres Koordinatensystemes, die positive 
I-Achse desselben gehe durch die zweite Ecke 1. Ferner möge die 
|i}-Ebene die Ebene des Dreiecks 0,. 1, 2 sein, und zwar möge die 
positive Bichtung der i} -Achse so gewählt sein, daJjs der Punkt 2 auf 
der positiven Seite der |- Achse liegt, also eine positive Ordinate tj^ 
besitzt. Dann ist das Koordinatensystem eindeutig bestimmt, und die 
Koordinaten der Eckpunkte 0, 1, 2, 3 in Bezug auf dasselbe sind 
beziehlich 

(0,0,0), (|„0,0), (|„%,0), (ls,%,g»). 

Hier sind 1^ und ij^ nach der über das Koordinatensystem gemachten 
Festsetzung positiv, während ^ positiv oder negativ ist, je nachdem 
der Ptmkt 3 in jenem Koordinatensysteme oberhalb oder unterhalb der 
I17 -Ebene liegt, oder was nach der am Schlüsse der vorigen Vorlesung 
gemachten Bemerkung offenbar dasselbe ist, je nachdem von 3 aus 
gesehen die TJmlaufsrichtung ... 1 ... 2 um das Dreieck 0, 1, 2 als 
die poedtive oder ab die negative erscheint. 
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Das Yolmnen des Teiaraeders ist ntm bekannÜich 

wenn g die Ghnmdfläclie; h die Höhe des Tetraeders bedeutet 

Wählen wir also ffir die Grundfläche g 
das Dreieck 0, 1, 2, so ist dessen Inhalt 
gleich Y^i'i^t; die Hohe das Tetraeders ist 
dann gleich der Entfernung des Punktes 3 
^ von der Ebene 0, 1, 2, d. L gleich ± g^, je 
nachdem der Punkt 3 oberhalb oder unterhalb 
der |i; -Ebene li^;t. Setzt man also 

, li,0, 
2'--i-liih6,= | I., ih, 

SO ist diese Determinante ihrem absoluten Werte nach gleich dem 
Volumen des Tetraeders, und ihr Vorzeichen ist positiv oder negativ, 
je nachdem der Punkt 3 in dem Koordinatensysteme f auf der 
positiven oder auf der negativen Seite der (| 17) -Ebene liegt. 
Man hat daher den Satz: 

Si, 0, 

I,, 1},, ist eine Zahl, welche ihrem 

absoluten Werte nach den sechsfEUihen Inhalt des Tetraeders 
0; 1, 2, 3 darstellt und durch ihr Vorzeichen angibt, ob die 
ümlaufsrichtung ... 1 ... 2, von 3 aus gesehen, die positive 
oder die negative ist. 
Beziehen wir nun die Tetraederecken auf ein beliebiges recht- 
winkliges Koordinatensystem K erster Art, dessen Anfangspunkt aber 
wieder mit zusammenfallen möge, so kann dasselbe durch Drehung mit 
JT' zur Deckung gebracht werden. Sind also {Xj y, 0) und (|, 17, t) die 
Koordinaten eines und desselben Punktes P in Bezug auf K und auf K\ 
so sind diese durch Qleichungen von der folgenden Form miteinander 
verbunden , ,, , , *. 

y^Vi + li'v + ^'t 
wo jS»( X', ß\ v' \ ein ortibogonales System der ersten Art, d.h. 



Die Determinante 



f^JA', ^', v' ) eil 



ein solches ist, dessen Determinante gleich + 1 ist Sind nun die 
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Koordinaten der vier Eckpunkte 0, 1, 2, 3 in Bezog auf dieses System 
beziehlich gleich 

(0,0,0), (ai, yi, ^i), (Xi,y%,ei), (a^, %» «$)» 

so hangen die Koordinaten der drei Pnnkte 1, 2, 3 in jenen beiden 
Systemen miteinander dnrch die folgenden Gleichungen zusammen 

/«i, yu «i\ /Ii, flu ^\/^> ^'> ^"\ 
^^, y», H^ ^Is, %, W^v, v', v"/ 



/|i, 0, Os /A, X', l\ 
^1», %, t,y\v, v', v"J 



Geht maa nun hier von den Systemen zu iliren Determinanten über, 
so erhält man die Gleichnng 



li^fs' 



nnd hieraus folgt durch Yergleichung mit dem Theoreme auf S. 216 
der Satz: 

Sind (a?!, y^, e^)y (x^y y^, 0j), (a?8, y^j ^s) die Koordinaten 

dreier beliebiger Pnnkte 1, 2, 3 im Räume, so gibt die 

Determinante 



«l, 


yif 


«i> 


yt, 


«k, 


y», 



li, 


0, 





1,, 


Vi> 





U, 


Vs, 


s. 



«,, 


»1. «1 


^y 


Vt; e» 


^> 


y»> H 



durch ihren absoluten Wert das sechsfiiche Volumen des durch 
die drei Punkte und den Anfangspunkt gebildeten Tetraeders, 
wahrend ihr Vorzeichen das positive oder negative ist, je 
nachdem von 3 aus gesehen die ümlaufisrichtung ... 1 ... 2 
positiv oder negativ ist, je nachdem also der Punkt 3 auf der 
positiven oder auf der negativen Seite des Dreiecks 0, 1, 2 
liegt. Der hier gefandene sechsfache Inhalt mit dem soeben 
bestimmten Vorzeichen soll zur Abkürzung durch das Symbol 

(0, 1, 2, 3) 
bezeichnet werden. 

Hieraus kann man unmittelbar den Inhalt eines Tetraeders 
O, 1^ 2, 3 finden, dessen Ecken 0, 1, 2, 3 in Bezug auf ein recht- 
-«nnkliges Koordinatensystem die Koordinaten (d^o, y^j ^o)i (^i^ Vij ^\)y 
(^Hy y^f ^s)> (p^> Vzf ^s) besitzen. Betrachtet man dasselbe nämlich in 
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Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen dem vorigen parallel 
sind; nnd dessen Anfangspunkt in liegt, so sind f&r dieses die Koordi- 
naten jener vier Punkte beziehlich 

(0,0,0), (a?i~a;o, yi-yo> ^i-^o); i^-^i V^-Vo» ^t^ h)> 
(^-^0, Vi-Vof ^s-h), 
und das gesuchte sechsfache Volumen ist demnach 



(0,1,2,3). 



ai-ax» Vi-! 



Sft — ^n 



^s — ^0» Vs — Ifof ^« — ^0 

Diese Determinante kann yiel einfacher als Determinante vierter 
Ordnung geschrieben werden, denn sie ist offenbar gleich 



(1) (0, 1,2,3) < 



1, 0, 0, 

1, x^ — x^y tfi—yo} ^i — ^o 
1; ^-Xo,yi-yo7 ^2-^0 

1, x^ — iTo, ys — yo> ^« — ^0 



h i^y ytf h 



Aus den Ghnmdeigenschaften der Determinanten vierter Ordnung geht 
hervor, dafs der Ausdruck (0, 1, 2, 3) sein Zeichen wechselt, sobald 
irgend zwei Tetraederecken miteinander vertauscht werden; femer 
folgt, dals 

(0, 1, 2, 3)^ (3, 0, 1, 2)=- + (2, 3, 0, 1)^ (1, 2, 3, 0) 

ist. 

Ersetzt man die Koordinaten einer Tetraederecke, etwa die von 0, 
durch die laufenden Koordinaten Xy y, e eines Punktes P, so liegen 
alle Punkte P, deren Koordinaten der Gleichung 



(2) 



(P, 1,2,3) = 



1, X, y, e 

1> ai> Vi» ^1 

1> ai> Vi, «» 

1, ai,, y„ e. 



= 



genügen, auf der durch das Dreieck (1, 2, 3) bestimmten Ebene; 
denn fOr sie tmd nur für sie verschwindet der Inhalt des Tetraeders 
(P, 1, 2, 3). Ebenso stellt die Gleichung 

(2a) (P, 1, 2, 3) = const 

die Gleichung einer ganz bestimmten Ebene dar, welche der dorch das 
Dreieck (1, 2, 3) bestimmten parallel ist; denn ihr genügen die Ko- 
ordinaten aller nnd nor derjenigen Punkte, für weldie das sechsfMihe 
Volumen des Tetraeders (P, 1, 2, 3) einen und denselben Wert besitzi^ 
und welche zugleich auf einer und derselben Seite j^ier Ebene liegen. 
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Entwickelt man diese Gleichmig (2a) nach der ersten Horizontal- 
reihe, so erhalt man eine Gleichung yon der Form 

(3) ax + hy + ce + d^O, 

d.h. eine lineare Gleichmig zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 
yon P. umgekehrt stellt jede solche Gleichung eine ganz bestimmte 
Ebene dar. Um den Nachweis dafür zu geben, bringen wir die Glei- 
chmig (3) auf die fär die Anwendungen ganz besonders brauchbare 
sogenannte Hessescke NormaUbrm, in der jeder der Tier Gleichungs- 
koeffizienten eine anschauliche geometrische Bedeutung besitzt. Wir 
setzen voraus, dab nicht aUe drei Koeffizienten a, h, c zugleich Null 
sind, da sonst die Koordinaten keines endlichen Punktes die Gleichung 
befriedigen würden, dividieren die Gleichung durch denjenigen Wert 
von Ya* + V + (^, dessen Vorzeichen dem von d entgegengesetzt ist, 
und setzen dann 

a h ^ c 

= s« cos a, z= = cos p, = = cos y, 

ya*+b*+c* ' ya«+^*+c« ya«+t*+c* 

(4) d 

80 dab die Gleichung übergeht in 

(5) xcosa + yooBß + ssoosy —p^O, 

wo 

cos*« -t- cos*/} + C08*y = 1 

ist. 

Ist nun OP^r eine beliebig gerichtete Strecke, deren Anfangs- 
punkt mit dem Nullpunkt zusammenfallen möge, und sind (X, ft, v) 
die Winkel, welche r mit den positiven Achsenrichtungen bildet, so 
ist bekanntlich stets 

cosil*-f cosfi^H- C08v*= 1; 

sind umgekehrt X, /&, v drei Winkel, zwischen deren Kosinus diese 
Gleichung besteht, so bestimmen sie eindeutig eine Sichtung OP, 
nämlich die der Diagonale desjenigen rechtwinkligen Parallelepipedon, 
dessen eine Ecke ist, und dessen Kanten OÄ, OB, 0(7 in den drei 
Koordinatenachsen liegen und bezw. gleich cos X, cos fi, cos v sind 
Also wird auch durch die drei in (4) eingeführten Winkel a, /3, y eine 
Richtung q eindeutig bestimmt. 

Es sei nun P ein beliebiger Punkt, dessen Koordinaten (x, y, e) 
der Gleichung (5) genügen, es sei ferner OP » r und X, ft, v die 
Winkel von OP mit den Koordinatenachsen. Dann ist 

a;»rcosl, y = rcosf*, = rcosi/, 
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und die SnbBtitation dieser Werte in (5) ergibt 

r (cos A (JOS a + cos fi cos ^ + cos i^ cos y) =« j), 

d. h. fär alle diese Punkte P besteht die Gleichung 

rcos(r, q)=='P- 

Die Entfernung eines beliebigen Punktes P vom Koordinatenan&ngB- 
punkte ist also stets grolser als p, und dann und nur dann gleich p^ 
wenn r mit q zusammenfallt. Der Gleichung (1) genügen also alle 
und nur die Punkte P derjenigen Ebene E, die auf der Linie q im 
Abstände p Tom Anfangspunkte senkrecht steht 

Jede Gleichung ajcosa + ycosjS + jercosy — 1> = stellt 
also eine Ebene dar^ deren senkrechter Abstand Tom Anfangs- 
punkte gleich p ist, und die mit den Achsen die Winkel a, ßy y 
bildet. 
Wir wollen nun weiter untersuchen, welchen Wert der Ausdrack 
rccosa + ycos/S + jercosy —p 

erhält, wenn man für rr, y, j? die Koordinaten |, 17, g eines auJserhalb 
E liegenden Punktes P substituiert. 

Betrachten wir diejenige Ebene J^, welche parallel zu der ursprQng- 
liehen E durch den Punkt P » (|, q, g) gezogen ist, so wird deren 
Gleichung 
(5a) ^cosa -f ycoBß + xrcosy — j>'=0, 

wo p' ihren senkrechten Abstand vom Anfangspunkte bedeutet Ist aber d 
der senkrechte Abstand des Punktes P von der ursprünglichen Ebene, 
positiv oder negativ genommen, je nachdem P auf derselben oder auf 
der entgegengesetzten Seite der Ebene liegt, wie der Eoordinaten- 
anfangspunkt, so ist stets p'^p — d. 

Ersetzt man also (x, y, 0) in der Gleichung (5 a) durch die Ko- 
ordinaten (I, rj, g) von P, und p' durch p — 9y so ergibt sich aus ihr 
für d die Darstellung 

* — — (I cos a + 1? cos /J + gcos y — j>). 
Es gilt abo der Satz: 

Substituiert man in die linke Seite der Gleichung (5) 
einer Ebene E in der ITess^schen Normalform die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes P, so stellt sie den senkrechten Ab- 
stand desselben von jener Ebene dar und zwar mit dem 
negativen oder dem positiven Vorzeichen, je nachdem P auf 
derselben oder auf der entgegengesetzten Seite von E liegt^ 
wie der Anfangspunkt. 
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§2. 

Durdi die im Yorigen Abschnitte darchgef£lhrte Betrachtung des 
TetraederYolomen fanden wir die Gleichnng einer dnrch drei ihrer 
Pnnkte 1, 2; 3 bestimmten Ebene in der folgenden Form 





1, X, y, g 






1» «,> Vi, «1 
1, «i, Vt, »i 


= 0, 


oder 


1> ai, y„ «j 




(1) «'\9i,ei,l\+y\ei, 


Xi,l\ + e\x^, 


yi,il 



wo die EoefEizienten die IJnterdeterminanten der obigen Determinante 
Tierter Ordnung bei ihrer Entwickelnng nach den Elementen der ersten 
Zeile sind. 

um die geometrische Bedeutung jener yier Koeffizienten zu finden^ 
bringen wir die Gleichung (1) durch Division mit 



auf die HesscBcliQ Normalform. Da in dieser Form das konstante 
Glied gleich dem senkrechten Abstände p der Ebene vom Nullpunkte 
ist, so ergibt sich die Gleichung 

P TT 

Nun ist aber die im Zähler stehende Determinante gleich dem sechs- 
fachen Inhalte (0^ 1^ 2^ 3) des Tetraeders^ und da dieser anderseits 
auch gleich dem doppelten Produkte aus seiner Grrundfläche, d. h. dem 
Dreieck 1, 2^ 3 und seiner Höhe p ist, so ergibt sich aus der obigen 
Gleichung 
(2) W=y\y,, ^„ 1 1^+ \0„ x„ 1 1>+ I X,, y,, 1 1^= (1, 2, 3), 

wenn (1, 2, 3) wieder wie auf S. 182 den doppelten Inhalt des Drei- 
ecks 1, 2, 3 bezeichnei Der Ausdruck W stellt also den doppelten 
Flacheninhalt des beliebig im Räume angenommenen Dreiecks 1, 2, 3 dar. 
Um nmi die geometrische Bedeutung der in dieser Gleichung auf- 
tretenden Quadratwurzel zu finden, projizieren wir das Dreieck 1^ 2, 3 
auf jede der drei Koordinatenebenen. Betrachten wir nur das Pro- 
jektionsdreieck 1', 2', 3' in der ^;ef-Ebene, so sind die Koordinaten 
seiner Ecken beziehlich (y^, z^y (jf^y 0^), (y,, e^)] also wird seine doppelte 
Inhaltszalil durch die Determinante \yiy ^i, 1| ausgedrückt. Da nun 
für die Inhaltszahlen der beiden anderen Projektionsdreiecke offenbar 
die analogen Ausdrücke gelten, so ergibt sich der Satz: 
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Die Lüialtszalil (1^ 2, 3) irgend eines Dreiecks im Saume 

ist gleich der Quadratwurzel aus der Quadratsumme seuier 

Projektionen auf die drei Koordinatenebenen. 

Da femer bei der Division der Gleichung (1) durch TF=(1,2,3) 

die Koeffizienten von x, y und g bezw. gleich cosc^^ cos/J und cos 7 

werden^ wenn z. B. a den Winkel der Ebenennormalen mit der o;- Achse 

oder^ was dasselbe ist, den Winkel der Dreiecksebene mit der yjsr-Ebene 

bedeutet u. s. w«^ so ergeben sich die Gleichungen 

(1, 2, 3) cos« = 1^1,^1, 1|, (1, 2, 3)cos/5 = |^i, a?i, 1 1, 
(1, 2, 3)cosy«|a:i, j^i, 1|, 
und aus ihnen folgt unmittelbar der Satz: 

Projiziert man ein beliebig im BAume hegendes Dreieck 
1^ 2, 3 senkrecht auf eine beUebige andere Ebene, so ist die 
Inhaltszahl des Projektionsdreiecks 1', 2', 3' gleich der des 
ursprünglichen, multipliziert mit dem Kosinus des Neigungs- 
winkels der Dreiecksebene und der Projektionsebene. 
Derselbe Satz gilt dann, wie leicht zu beweisen ist, auch fOr die 
Projektion einer beliebigen ebenen Figur auf eine andere Ebene, da 
diese stets in Dreiecke zerlegt werden kann. 

Wir stellen uns nun die weitere Aufgabe, den Inhalt eines 
Tetraeders 0, 1, 2, 3 aus den Längen und Richtungen von drei zu- 
sammenstolsenden Kanten desselben zu berechnen, eine Aufgabe, welche 
sofort auf die früher gelöste zurückgeführt werden kann. Wir nehmen 
an, daJjs die Ecke des Tetraeders der Koordinatenanfangapunkt ist. 
Bezeichnen wir dann in dem Tetraeder 0, 1, 2, 3 die Langen der drei 
Kanten (0, 1), (0, 2), (0, 3) mit r^, r„ r^ und die Winkel jener drei 
E[anten mit den Koordinatenachsen beziehlich durch (o^, ßi^yi), (o,, /Jg, yi)y 
(«s> A> n)> 80 sind die Koordinaten (x^, y^, 0^), (x^, y„ ^,), (x^, y,, 0^) 
der Punkte 1, 2, 3 gegeben durch die Gleichungen 

Xi^^riCOBdCij yi=r< cos /Ji, ie?<=r<cosy< (t=i,2,8). 

Setzt man aber diese Werte in die Determinante \Xi, yiy Zi] ein, 
welche den sechsfachen Inhalt V des Tetraeders 0, 1, 2, 3 angibt, so 
erhalt man die Gleichung 

COSO^, cos ß^y COS}'^ 

(3) QV^r^r^r^' coso,, cos/},, cosy, 

coB*Äs, cos/Jj, cosyj 

Das sechsfache Yoltunen des Tetraeders 0, 1, 2, 3 ist also gleidi 
dem Produkte dreier zusammenstofsender Kanten, multipliziert mit 
einer Determinante, deren Elemente nur von den Richtungen der 



Der Sinns einer körperlichen Ecke. 223 

Kanten abhängen. Um ihre geometa'iBche Bedentang zu snchen^ be- 
trachten wir den Inhalt Vq eines Tetraeders^ dessen Kanten den vorigen 
parallel sind^ die aber sämtlich die Länge 1 haben; für dieses Tetraeder 
liegen also die Punkte 1; 2^ 3 auf der Fläche der mit dem Badins 1 
am den NnUpnnkt beschriebenen Engel. Dann ist 6Vq genau gleich 
jener ans den Bichtnngskosinus gebildeten Determinante. 

Diese Determinante besitzt in der Geometrie der Ebene ein voll- 
standiges Analogon: Sind nämlich r^ und r^ die Seiten eines Dreiecks 
mid («1, ft), (oj, /Jj) die Winkel, welche r^ und r, mit den Achsen 
eines rechtwinkligen Eoordinatensystemes in der Ebene des Dreiecks 
bilden, so ist der doppelte Dreiecksinhalt 

cos Ol, cos/S^ 
cos «2, cos ß^ 

wo sin (r^, r^) nur von der Bichtung der beiden Seiten abhängt und 
als der doppelte Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks definiert werden 
kann, dessen Seiten den vorigen parallel sind, die aber die Länge 1 
besitzen. 

Die Analogie dieses Ausdruckes mit der beim Tetraederinhalte auf- 
tretenden Determinante hat nun t;. Staudt im Jahre 1842 dazu ge- 
führt, jener Determinante einen besonderen Namen zu geben; er nennt 
sie den Sinus der durch die Kanten r^, r^y r, gebildeten Ecke 
und schreibt dieselbe in der Form 



2c7=rirj 



« r^rj sin (ri,r,). 



(4) sin (r^, r„ r«) : 



cosoj, cos /}i, cosy^ 

COSOg, cos/},, COS]/, 

cos «8, cos/Js, cosy. 



Dann schreibt sich der vorher gefundene Ausdruck (3) fBr das Volumen 
des Tetraeders, völlig analog dem vorher fOr das Dreieck angegebenen, 
folgendermafsen 

(3a) 6F«rirjr8sin(ri, r^rj). 

Denkt man sich endlich das Koordinatensystem parallel mit sich selbst 
verschoben, wobei sich weder die Seitenlängen, noch der Sinus der 
Ecke ändert, so ergibt sich der Satz: 

Das sechsfache Yoliunen eines Tetraeders ist gleich dem 
Produkte der drei von einer beliebigen Ecke ausgehenden 
Kanten, multipliziert mit dem Sinus jener Ecke. 
Ans der geometrischen Bedeutung des StcMät^^en Sinus geht her- 
vor, dals sin (r^, r,, r,) wie der gewöhnliche Sinus stets zwischen ± 1 
liegt, und aus (4) folgt femer, dafs die obere Gfrenze für die recht- 
winklige Ecke erreicht wird. 
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um uns von diesen Tatsachen durch bloJbe Rechnung zu über- 
zeugen, beweisen wir, dals das Quadrat dieser Determinante höchstens 
gleich Eins ist Komponieren wir aber die Determinante (4) hinten 
mit der ihr gleichen Determinante des konjugierten Systemes, so er- 
gibt eine einfache Rechnung die Gleichung 

sin*(ri, r„ rj) = [cosflCi, cos/Si, cosyj^|-|cosflCi, coso^^ cosojl 



1, 


e, 


b 


c, 


1, 


a 


h, 


a, 


1 



wenn 

a s cos «j cos «3 + cos /J, cos ß^ + cos y, cos y, « cos (r,, r,) 

ist und entsprechend 6 = cos(r5, r^) und c«cos(ri, r,) gesetzt wird. Die 
drei Zahlen a, by c sind demnach positive oder negative echte Brüche. 
Ist also ahc negativ, so ist sin*(ri, r,, r,) sicher ^ 1. Ist aber jenes 
Produkt positiv, so muTs mindestens einer seiner drei Faktoren positiv 
sein. Ist das a, so ist auch bc > 0, imd aus der Gleichung 

sin« (r^, r„ r.) « (1 - a») - (6 - c)« - 2be(l - a) 

folgt wieder, dafs jene Gröise sicher kleiner ist als Eins. Ebenso 
leicht erkennt man aus diesen Gleichungen, dals sin«(ri, r,, r,) dann und 
nur dann den höchsten Wert 1 erreicht, wenn a » & » c = ist, d. h. 
wenn die Richtungen r^, r^, r, aufeinander senkrecht stehen. 

Das Rechnen mit den Staudtschen Sinus ist nichts weiter als ein 
Rechnen mit speziellen Determinanten, oder was dasselbe ist, mit 
Tetraedern auf der Einheitskugel, ebenso wie in der Trigonometrie das 
Rechnen mit gewöhnlichen Sinus nur ein Rechnen mit gleichschenkligen 
Dreiecken im Einheitskreise ist; auch hier wird durch die Determinanten- 
theorie die Trigonometrie entbehrlich gemacht 

Als erste Anwendung stellen wir uns die Aufgabe, mit Hilfe 
der Statidtsclien Sinus das Produkt zweier Tetraedervolumina 0, 1,2,3 
und 0', 1', 2', 3' durch die Längen und Richtungen der Kanten je 
einer Ecke auszudrücken. 

Es seien (s^, s„ s^) und (tf^, tf,, 6^) die von den Ecken und 0' 
ausgehenden EjEmten und 

«2, A, y, ) und «i, /Ji, y; 

^«8, A, ?/ ^< Ä, y/ 

die Winkel, welche dieselben mit den Koordinatenachsen bilden. Mul- 
tipliziert man dann die Inhaltsdeterminante 
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COSO^y C08^^^ QOByi 

cosO); coBß^j cosy^ 
cosoj, COB/J5, oosy. 



mit der Inhaltsdeterminante für das zweite Tetraeder 

er 



' ^1 ^% ^8 



coBoc^y cosaj, cosa^ 
C08/3^y cosjSgy cos/^a > 
cosy^, coBj'^y cosyj 

80 ergibt sich wie yorlier nach dem Multiplikationssatz die Gleichung 

cos(Si, 6^), co8(«i, tfj), eoB(s^, tfj) 

cos (5,, 6i)y C08(S„ 1^,), C08(S„ tf,) 
008(^3, tfj, cos («3, tfj), C08(5j, ^3) 



36 F F' = Sj Sj «3 • (^1 tf, ^3 



««•«lÄjÄS-tfl^S^S' 



:sJs|^(l-(a«+6«+c») + 2a6c), 



^1; ^111 ^18 
^1> ^> ^8 ' 
^919 ^8»> ^ 

WO znr Abkürzung allgemein 

Cn = COS (Si, <Si) s> COS Oj cos a« + cos ft cos /Ji + cos y* cos yi 

gesetzt ist. 

Fallen speziell beide Tetraeder zusammen, so erlmlt man genau 
wie oben 

1, c, 

36F»=sJs|5i c, 1, 

6, a, 

wenn wieder a, 6, c die Kosinus der Winkel (r^, r^), {r^, r^) und (r^, r^) 
bedeuten. 

Ebenso wie wir den Inhalt eines Tetraeders aus drei zusammen* 
stoijsenden Kanten und dem Sinus der eingeschlossenen Ecke berechnet 
haben, sind wir auch imstande, den Inhalt desselben aus drei zu- 
sammenstoisenden Seitenflächen und aus der, von ihnen eingeschlossenen 
Ecke zu berechnen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir wieder das Tetraeder 0, 1, 2, 3, 
dessen Spitze im Eoordinatenanfangspunkte liegen möge. Dann ist 
sein sechsfiacher Inhalt gleich der aus dem Systeme 



(5) 






gebildeten Detenninante. Bildet man ntm das za. diesem adjnngierte 
System 



Xzom.cker, Detanninsatan. 



16 
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(6a) [r„ r„ yA 

dessen Elemente also die ünterdeterminanten zweiter Ordnung des 
vorigen Sjstemes sind^ so ist nach der anf S. 143 bewiesenen Lagromge- 
sehen Determinantenrelation 

13;, Z„2,i-K,y„Äi|«-6«.F». 

Nun kann man aber leicht die nenn ünterdeterminanten (5 a) aus- 
drücken dnrch die' drei in znsammenstolsenden Seitenflachen (0, 1; 2), 
(0^ 2, S), (0; 3, 1) und deren Neigongswinkel zu den drei Eoordi- 
natenebenen. So ist z.B. 



Z,« 



y^f^z 



die doppelte Flrojektion des Dreiecks (0^ 2, 3) anf die FZ- Ebene, und 
entsprechende geometrische Bedeutung besitzen alle anderen acht 
ünterdeterminanten. Bezeichnet man also die Inhaltszahlen der drei 
Dreiecke 

0, 2, 3, 0, 3, 1, 0, 1, 2 beziehlich durch f^, /;, f^ 

und die Winkel dieser drei Tetraederebenen mit den Eoordinatenebenen 
beziehlich durch n h ^ 

<h7 h> <kf 
so dals also z. B. a^ » (f^, Y!Z) der Winkel ist, den die Tetraeder- 
flache f^ mit der 7Z- Ebene bildet, u.8.w., so ergibt sich fOr das ad- 
jungierte System die folgende Darstellung 

/Zj, Z,, ZjN /2/;cosai, 2^gCOsa55, 2f^Qos(^\ 

( r„ r,, r3)«(2/icos&i, 2/; COS63, 2f^<^iA> 

VZi, Zj, V \2/;cosCi, 2/;cosc8, 2/3 COS V 

und wenn man auf beiden Seiten zu den Determinanten übergeht, so 

erhalt man 

cosai, cosog, coso, 

(6) ^^y^^^'^fiUh co8&i> cos&g, cos 6, . 

COSC|, cosc^, cosc^ 

Die hier auftretende Determinante kann offenbar ebenfalls ab ein 
5tou^fecher Sinus geschrieben werden. Wir wollen ihn durch 
sin {f^y f^y f^) bezeichnen. Sind R^^ B^, B^ die drei Normalen za 
fu f2f fz> Bo ist z. B. Ol = (/i, YZ) - (R,, Z), also 
cos(/;, rZ)«co8(iii, Z),..., 
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und infoIgedeBsen geht jene Determinante in sin (R^, R^, R^) über. 
Denkt man sich also im Anfangspunkte jene drei Senkrechten 
Bi,B%,B^ ZQ f^, f^y /s errichtet, so erhalt man eine neue dreiseitige 
Ecke (JR|, 12^, 22^), welche wir die zu (/^^ /,, f^ polare Ecke nennen 
wollen. Dann zeigt sich also^ dals der hier anfbretende jStotMlfeche Sinns 
gleich dem Sinus der polaren Ecke ist; man erhalt somit die Gleichung 

(7) 3«F»- 2f^f,U flin (^„ f,, Q = 2f,f,f,»ii(B„ B,, JR,), 

jmd dieselbe Gleichung bleibt offenbar bestehen, wenn man den Eo- 
ordinatenanfangspunkt beliebig verlegt. 

Betrachtet man endlich, wie vorher, das Produkt F* V der Yo- 
Imnina zweier Tetraeder 0, 1, 2, 3 und 0', 1', 2', 3', deren in und 0' 
zusammenstolsenden Flachen beziehlich f^, /g, f^ und /*/, f^, f^ sein 
mögen, so ergibt sich aus (6) 

(8) 3*F«F'«-4/i/i/;./iY,Y,'|oo"(/;, /•;)!, 

wo z.B. 

cos(^i, fl) = cos o^ cos a^ + qob\ cosft^ + cos^ cosc^ 

den Kosinus des Neigungswinkels der beiden Flachen f^^ und fl be- 
deutet u. s. w., oder aus (7), wenn die zu 0' polare Ecke mit 
(JS;, B^, IQ bezeichnet wird 

(8a) 3^. F« r'^^frf.f.'flfifiBmiR,, B,, Ä,)-Bin(Jj;, R^, RQ. 

Beiaracliten wir endlicli wieder den speziellen Fall, dab beide Tetraeder 
ziuammen&Ilen, so erhalten wir ans der soeben gefondenoi Glei- 
chung (8) nach Ansziehnng der Quadratwurzel 

1, coB(fi,Q, cos (/•„/•,) 
cos(/i,/;), 1, eoa (fi,ft) 

«>s(/;,/i), CO8(^j,/'0, 1 



(8b) i-F»-^,^,/i 



Stellt man die gefiondenen Ausdrücke für das Tetraedervolumen zu- 
sammen, so ergeben sich die folgenden Gleichungen 



(9) 



6F- 



1, 1, 1, 1 

*1> *!> ^> *4 

Vi» ya> ys> Vi 

"it ^> ^»> ^A 
9 



= j-it-jr, sin (rj,rj,r,) 



V=fJ,f,«nif„f„Q. 



Ähnlich wie der Inhalt eines Dreiecks auch aus allen drei Seiten, 
kann der Inhalt eines Tetraeders aus allen seinen sechs Kanten ge- 

15* 
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fanden werden, um diese wichtige Gleichung herzuleiten^ TerEfthren 
wir genau wie bei der entsprechenden Frage in der Ebene. 

Es seien (1^ 2, S, 4) und (5, 6, 1, 8) zwei ganz beliebige Tetraeder 
im BaumC; und es seien 

(^O Viy ^i) «=1.8,... 8) 

allgemein die Koordinaten ihrer Eckpunkte. Dann kann das Produkt 
ihrer sechsfachen Inhalte (1^ 2, 3, 4) und (5, 6, 7^ 8) folgendermalsen 
als eine Determinante fünfter Ordnung geschrieben werden 



-(1,2,3,4)(5,6,7,8). 



1» «i> yi» «i> 

1> ^, Vty «»» 

1, a«, y»> ««» 

1, «4, y*, «4» 

0, 0, 0, 0, 1 



0, 0, 0, 0, 1 
"ky ^> «r, nCg, 

ys> yt> yi7 y», o 

H> h> ^> *8» 

1, 1, 1, 1, 



^«k+Viyt+^i^s, 1 

«iais + !/»% + Ms» 1 

a»aii + y«y6 + M6, 1 

"iXt + y^yi+e^gi, 1 

1, 1, 1, 1, 






oder in leicht Terstandlicher Bezeicbntmg 

- (1, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) - 1*'**+ y'^y* + ^'^»» J 
Diese Determinante kann aber; da allgemein 

ist, genau wie aof S. 202 in die folgende Determinante umgeformt werden 

1 



(1,2,3,4)(5,6,7,8). 



1, 







Wenn also V nnd V die InhaltszaUen jener beiden Tetraeder sind, so 
folgt nadi einfEudien Umformungen 



(10) 



8(1, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) = 288 Vr- 



1, 



Hier ist das Produkt beider Tetraeder durch die 16 Strecken s.^ ans- 



ik 



gedrückt, welche Ton den Ecken des einen zu denen des anderen hin- 
fahren. 
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Betrachten wir ntin den speziellen Fall, dafs beide Tetraeder zu- 
sammenfallen, so werden bei der Determinante in (10) die Diagonalglieder 
zu Nnll; wahrend die übrigen Sik gleich den Kanten 
des Tetraeders werden. So ergibt sich fOr den Inhalt ^/ß\ 
eines Tetraeders mit den Kanten a, b, c, a, ß, y (siehe /{j-'^"--^ 
die Kgnr) der folgende Ausdmck '' 



b 

Pig. 10. 



(11) 



288 F> 



0, c», &», 


«', 


1 


c», 0, a», 


ß\ 


1 


V, a\ 0, 


y*, 


1 


«*, ß\ A 


0, 


1 


1, 1, 1, 


1, 






Fallen die yier Pnnkte in eine Ebene, so yerschwindet diese Deter- 
minante; die Gleichung 

A = 

enthalt also die notwendige nnd hinreichende Bedingung dafOr, dals 
die yier Punkte 1, 2, 3, 4 in einer Ebene liegen. 

Gkmz auf demselben Wege würde man bei fOnf beliebigen Punkten 
1, 2, 3, 4, 5 im Baume finden, dals die analog aus den zehn Ent- 
fernungen derselben gebildete Determinante 6^^^ Ordnung identisch 
verschwindet. 

Betrachten wir endlich noch den speziellen Fall, dafs die beiden 
Tetraeder (1, 2, 3, 4) imd (5, 6, 7, 8) einer und derselben Kugel mit 
dem Radius r einbeschrieben sind, deren Mittelpunkt der Koordioaten- 
anÜEuagspunkt isi Dann ist identisch 



3677'--- 



^9 —^u —Vi} — ^1 
^9 — ^* — Vif — ^2 



^6* ^6> ^9 ^ 

yh9 y^9 979 Vs 

^9 ^$9 ^9 ^8 



— ^ I ^*— {^iXk + yiyk + eigj) \ 



C: 



6,6,7,8/* 



oder da 

sf* = (iK< — xi)^ + (y< - ykf+ (;8f<- iEfi)»= 2[r*— {xiXk+ yiyk+ zie^l 

ist^ so ergibt sich, wenn man auf beiden Seiten mit 16 multipliziert 
und dann rechts die Entfernungen s^ einführt. 



(12) 



36.16 FF' f,|^J, 



WO sich die Determinante von der in (10) gefundenen nur durch das 
Fehlen der Bander unterscheidet. 
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FaQen beide Tetraeder asoBammen, so geht unsere Gleichung über in 



(13) 



36.16. F»=.-T 



0, c», 5», «» 

c>, 0, a«, ß' 

b', a\ 0, r» 

A ß', A 



wenn wieder a, ß, y drei zusammenstolsende nnd a, hj c die drei 
a, ß nnd y gegenüberliegenden Kanten des Tetraeders bezeichnen; nnd 
durch Ausrechnung erhalt man die folgende elegante Formel f&r das 
Tetraedervolum 

(24.F)»-^[2(a«)»(6/J)'+ 2(J|8)»((!y)» + 2(cy)»(o«)»- (a«)*- (6/J)*- W] 
''\(aa + hß + cr){—att+hß+cy)(att—hß + cy)(att + bß-cy). 



Vierzehnte Vorlesimg. 

Definition der homogenen Pnnkt- und Ebenenkoordinaten. — Die Bedingnngs- 
gleichnng fOr die vereinigte Lage eines Ponktes nnd einer Ebene. — Die lineare 
Gleichnng aswischen den homogenen Koordinaten eines Punktes. — Die quadratische 
Gleichxmg zwischen den homogenen Koordinaten einer Ebene. — Die Gleichung 
der Kugel in Ebenenkoordinaten. — Das Tetraedervolumen in homogenen Punkt- 

und Ebenenkoordinaten. 



Die dnrcligeftilirteii üntersudmngen über die Inhaltsbestimmung 
des Tetraeders l^en es nahe, anch im Baume an Stelle der Ccurtesiscihen 
Koordinaten eine neue Art der Eoordinatenbestimmnng einznfQhren, 
mn die auch hier auftretende ünsymmetrie in den analytischen Aus- 
drücken zu vermeiden; und zwar wollen wir, ahnlich wie dies in der 
elften Vorlesung geschah, gleichzeitig für die Punkte und für die 
Ebenen diese neuen sogenannten ,,homogenen Koordinaten^' einführen. 

Zu diesem Zwecke gehen wir Yon einem beliebig im Baume an- 
genommenen Tetraeder aus; seine Ecken wollen wir mit 1, 2, 3, 4 und 
die ihnen gegenüberliegenden Ebenen mit I, 11, m, lY bezeichnen; 
wir wollen jene Ebenen die Fundamental- oder Koordinatenebenen 
nennen. Auf jeder der Tier Fundamentalebenen setzen wir eine positive 
und eine negative Seite willkürlich fest, und den Abstand eines Punktes 
von einer jener Ebenen rechnen wir positiv oder negativ, je nachdem er 
auf der entsprechenden Seite liegt. Der Einfachheit wegen wollen wir 
diese Festsetzung so machen, dab das Innere des Tetraeders immer auf 
der positiven Seite der betreffenden Fundamentalebene liegt, so dafs also 
die Abstände (1, 1), (2, II), (3, IQ), (4, IV) der Tetraederecken von 
den gegenüberliegenden Fundamentalebenen positive Zahlen sind. Nimmt 
man dann einen Punkt 5 beliebig im Baume an, so bestimmt er mit 
den Flachen (2, 3, 4), (1, 3, 4), (1, 2, 4) und (1, 2, 3) des Fun- 
damentaltetraeders zusanmien vier Tetraeder, und seine Lage ist voll- 
standig bekannt, wenn von den vier Inhaltszahlen 

(1) (5,2,3,4), (1,5,3,4), (1,2,5,4), (1,2,3,5) 
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nur drei gegeben sind; denn durch die Gleichung 

(5, 2, 3, 4) = const 

z. B. wird ausgesagt^ dafs der Punkt 5 auf einer ganz bestimmten 
Farallelebene zu I sich befindet; und da das Analoge fDr die übrigen 
Gleichungen gilt, so wird durch drei solche Gleichungen jener Pnnkt 
als Durchschnittspunkt yon ebensovielen Ebenen bestimmt, welche drei 
unter den vier Eoordinatenebenen I, 11, IQ, TV parallel laufen, also 
nur einen Schnittpunkt besitzen. 

Sind daher die Werte aller vier Inhaltszahlen (1) gegeben, so mnis 
zwischen ihnen notwendig eine Relation bestehen, weldie eine dieser 
Zahlen als Funktion der drei anderen eindeutig bestimmt 

Man konnte diese vier Inhaltszahlen selbst als die homogenen 
Koordinaten des Punktes 5 in Bezug auf das Fundamentaltetraeder 
bezeichnen; fQr die Anwendungen ist es aber bequemer, statt ihrer 
ihr Verhältnis zu der Inhaltszahl des Fundamentaltetraeders einzufBhren; 
wir setzen deshalb 

/PN ,, _ (6,2,S,4) (1,6,8,4) (1,2,6,4) _ (1, 2, S, 5) 

W ^1- (1, 2, 8, 4)' ***•" (1, 2, 8, 4)' **»- (1, 2, 8, 4)' "**- (1, 2, 8, 4) 

und bezeichnen (%, a^, t«,, uj als die homoge nen Koordi naten des 
Punktes 5 in Bezug auf das Koordinatentetraeder 1, 2, 3, 4. 

Diese Koordinaten besitzen noch eine leicht angebbare geome- 
trische Bedeutung. Betrachtet man z. B. die beiden Tetraeder 5, 2, 3, 4 
und 1, 2, 3, 4, so haben sie die Grundflache 2, 3, 4 gemeinsam, ihre 
Volumina verhalten sich also wie die Abstände (I, 5) und (I, 1) ihrer 
Spitzen 5 und 1 von der gemeinsamen Grundebene I, und zwar ist jenes 
Verhältnis positiv oder negativ, je nachdem jene beiden Punkte auf der- 
selben oder auf entgegengesetzten Seiten der Ebene I li^en; das Ent- 
sprechende gilt offenbar fOr die drei anderen Tetraederverhaltoisse. 
Bezeichnet man also allgemein mit 

a,5), (n,5), (in,5), (TV, 5) 

die Abstände irgend eines Punktes 5 von den vier Tetraederflachen, so 
können die vier homogenen Koordinaten des Punktes 5 auch folgender- 
mausen dargestellt werden 

(S\ M-3i^, t,-("'^) «-MiA), «~(^'^), 

w ^i~a»i) ^""öiTä)' *^""(m,3)' **8"~ävr5' 

wo die vier positiven Zahlen 
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(3a) a,l) = Äi, (n,2) = Ä„ (in,3)-A„ (IV,4) = Ä, 

die yier Hölien des Fundamentaltetraeders bedeuten. 

Statt der obigen Quotienten hätte man anch die Abstände (I; 5), . . . 
des betrachteten Punktes von den vier Tetraederflächen selbst als Ko- 
ordinaten desselben einftihren und dabei statt der kürzesten Absi&nde 
auch Abstände nehmen können, welche in vier von yomherein bestimmten 
Richtungen zu messen sind; aber die obige Definition der homogenen 
Ponktkoordinaten ist fOr die folgenden Ausfuhrungen bequemer. 

Bei dieser Definition der homogenen Koordinaten sind die Ko- 
ordinaten der Eckpunkte 1, 2, 3, 4 des Fundamentaltetraeders selbst 
beziehlich 

1, 0, 0, für den Eckpunkt 1 

0, 1, 0, „ „ „ 2 

0, 0, 1, „ „ „ 3 

0, 0, 0, 1 „ ,; „ 4. 



(4) 



Femer sind die Koordinaten aller im Inneren des Tetraeders liegenden 
Pmikte stets positive echte Brüche, während, £eJ1s der Punkt aus dem 
Lmeren des Tetraeders durch eine der Ebenen hinausgeht, die ent- 
sprechende Koordinate offenbar vom Positiven ios Negative übergeht. 
Die homogenen Koordinaten (u^, ti^« i^, uj eines Punktes 5 sind 
lineare Funktionen seiner Gbrfe^chen Koordinaten (x, y, e) in Bezug 
auf ein beliebig gewähltes rechtwinkUges Koordinatensystem. In der 
Tat, sind 

X cos Oi+y cos ßi + cos yi^pi= (< = 1,2,S,4) 

die Gleichxmgen der vier Tetraederebenen in der Normalform, so ist auch 
nach dem auf S. 220 unten bewiesenen Satze 



(5) 



-Wi = 



X cos a^-\- y C08 j9j.+ z coB^i — Pi 



(• = 1,2,8,4). 



(6) 



K^KK 



Die aus den Koeffizienten gebildete Determinante 

COSOj, cos/J^, cos^i, —J)i 
cos «2, cosft, cosy,, — j>2 
cosoj, cosft, cosys, —p^ 

COS«^, COSj34, 008^4, — J)^ 

ist hier notwendig von Null verschieden. Wäre sie nämlich gleich 
Null, so konnte man vier nicht sämtlich verschwindende Zahlen 
9i^ 9%9 Ü99 ii ^^ bestimmen, dab 

21^1 + 22 Wa + ftWj -f 24^4= 
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wäre f&r jede Lage des Pmiktes 5; lafist man aber 5 snccessiye mit den 
vier Eckponkten zusammenfallen, so ergäbe sich w^en (4) der Keihe 
nach 

was mit der vorher gemachten Annahme im Widerspräche stehi 

Infolgedessen kann man nmimehr durch Auflosmig der Glei- 
chnngen (5) auch die Ghrofisen Xy jf, 0, 1 homogen und linear dnrch die 
homogenen Koordinaten t^f t^, u^y u^ ausdrücken* 

Ganz analog wie die Koordinaten eines Punktes kann man jetzt 
auch diejenigen einer Ebene durch ihre senkrechten Absiande yon den 
Ecken des Koordinatentetraeders definieren. Zu diesem Zwecke be- 
trachten wir eine Ebene Y und fixieren auf ihr wieder willkürlich^ aber 
fest; die positive und negative Seite. Bezeichnet man dann ihre positiv 
oder n^^tiv gerechneten senkrechten Abstände von den vier Eck- 
punkten 1, 2; 3; 4 des Fundamentaltetraeders beziehlich durch 

(1,V), (2,Y), (3,V), (4,7), 

80 ist durch drei von ihnen die Ebene Y, allerdings nicht eindeutig, 
als gemeinsame Tangentialebene an drei um jene Eckpunkte mit den 
betreffenden Abständen als Radien beschriebene Kugehi bestimmt 
Durch den vierten Abstand wird^ da die Eckpunkte nicht in einer 
Ebene liegen, die Bestimmung der Ebene Y zu einer eindeutigen. 

Auch hier wollen wir nicht jene senkrechten Abstände selbst, 
sondern ihre YerhSltnisse zu den Tetraederhohen betrachten, d L 
wir wollen 

W ^i--(i7^' ^2~(27iÜ ^»"(sTm)' ^^-(iriv) 

als die homogenen Koordinaten der Ebene Y bezeichnen. 

Betrachtet man speziell die Ebenen I, U, JR, TV des Fundamental- 
tetraeders selbst, so sind ihre Koordinaten beziehlich gleich 

1, 0, 0, für die Ebene I 

0, 1, 0, „ „ „ n 
^ ^ 0, 0, 1, „ „ „ m 

0, 0, 0, 1 „ „ „ lY. 

Sind femer Y und Y' zwei parallele Ebenen und (ET^, U^, Pi, U^, 
(TJ[y U^y Uly TJl) ihre Koordinaten, so ist 

jj jj, _ (1, V)-(l, VQ _ (V, VQ _ (V, VQ 
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und analoge Gleichimgen bestehen fOr die drei anderen Koordinaten- 
differenzen. Bezeichnet man also die vier Seitenflachen des Eoordi- 
natentetraeders mit q>j^, q>^, q>^, tp^ und beachtet, daüs 

ViK^Vth^vA^ViK^^O^f 2, 3, 4) 
ist, so ergibt sich die Proportion 
(9) U,^Ul:U,'-Ui:U,-'üi:U,-^Ul^^:^:^^^^^ 

d. h. die Differenzen entsprechender Koordinaten von zwei parallelen 
Ebenen yerhalten sich wie die vier Seitenflachen des Fnndamental- 
tetraeders. 

§2. 

Dnrch drei der homogenen Koordinaten t^> Uj, tig; u^ eines Pnnktes 
ist seine Tierte Koordinate eindeutig bestimmt; tmd ebenso ist dnrch 
drei der Koordinaten U^y V^y TJ^y ü^ einer Ebene die yierte, aber 
allerdings nicht eindeutig; bestimmt. Es muJs daher sowohl zwischen 
den yier Koordinaten eines jeden Punktes^ ab auch zwischen denen 
einer jeden Geraden eine identische Relation bestehen, zu deren Her- 
leitung wir jetzt übergehen wollen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Ebene Y, deren Koordi- 
naten Uly TJ^y U^y U^ gegeben sind, und suchen den senkrechten Ab- 
stand eines Punktes 6 von ihr, dessen homogene Koordinaten u^y u^y tt^, u^ 
sein mögen. Dieser Abstand ist eine lineare Funktion seiner recht- 
winkligen, also eine homogene lineare Funktion seiner homogenen 
Koordinaten. Bezeichnen wir mit (Y, 6) den gesuchten senkrechten 
Abstand^ so ist ako 

(1) A^Ui + A^u, + 4»«8 + Aw4= (V, 6), 

wo die Koeffizienten Ä^, Ä^y Ä^y A^ zu bestimmende Zahlen sind, 
welche yon der Lage des Punktes 5 unabhängig sind. Dieselben er- 
geben sich am einfachsten dadurch, daJs man den willkürlich an- 
genommenen Punkt 5 beziehlich mit den yier Ecken des Fundamental- 
tetraeders zusammenfallen laust. Dadurch erhält man wegen (4) des § 1 

A- (V, 1), 4e- (V, 2), 4,- (V, 3), A^^iJ, 4), 
und die gesuchte Relation kann somit bei Berücksichtigung von (3) auf 
S. 232 in der Form geschrieben werden 

/ox (I, 6) ^VjJ) (H, 6) (V, 2) (m,6) (V,8) (IV, 6) (Y, 4) _ . 
W (I, !)• (V, 6) ^ (II, 2)' (V, 6) -^ (in, 8)- (V, 6) ^ (IV, 4)' (V, 6) ^ ^' 

oder wenn man mit (Y, 6) multipliziert und die homogenen Koordinaten 

des Punktes 5 und der Linie Y einführt 

(3) \ui Ui+h,u^ U,+ htHU^ + Ku^U^^ (Y, 5). 
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Diese Gleichm^ kann^ je nachdem die Koordinaten des PunkteB oder 
der Ebene gegeben sind, in einer der Formen geschrieben werden 

,„ X a, 5) üi+ (n, 5) E7, + (m, 5) Di+ (IV, 6) 17,= (V, 5) 
^''^ (V,l)«i + (V,2)u,+ (V,3)ti,+ (V,4)«,= (V,5). 

Die rechte Seite der Gleichnng (3 a) ist dann und nur dann gleich 
Nnll^ wenn der Punkt 5 in der Ebene Y liegt, wenn also Ponkt und 
Ebene yereinigte Lage haben. Nimmt man also die Ebene Y als ge- 
geben an, so sind die Lösungen der Gleichnng 

(3b) Jhfhüi+\u,U,+ h^u^U^ + h^u^U^^O 

die Koordinaten (t^, u^, Ug, u^ aller und nur der Punkte, welche in 
der Ebene Y liegen. Halt man umgekehrt den Punkt 5 fest, nimmt 
also seine Koordinaten als gegeben an, so eigibt dieselbe Gleichmig 
die Koordinaten aller derjenigen Ebenen, welche durch 5 hindurch- 
gehen imd nur diese, d. h. die Gleichung des Punktes 6 in Linien- 
koordinaten. 

umgekehrt stellt aber auch jede homogene Gleichung 

(3c) a^Ui + a.Wsj + a^u^+ a^u^=^ 

eine ganz bestimmte Ebene dar, wie man leicht erkennt, wenn man 
^if ^7 ^f ^A d^fch ihre Ausdrücke durch die rechtwinkligen Koordi- 
naten ersetzt; und eine genau entsprechende Überlegung lehrt, dab 
jede Gleichung 
(3d) Ä^U, + A^U, + Ä^U^+ Ä^U^^O 

einen ganz bestimmten Punkt darstellt Schreibt man die yorher ge- 
fundene Gleichung (3 b) in jeder der beiden Formen 

(Y,l)u,+ (Y,2)u,+ (Y,3)ti3+ (Y,4)t*,= 
(I, 5)D,+ (n, 5)17, + (m, 5)Di-f (lY, 5)D,= 0, 

so erkennt man weiter, dafs im ersten FaUe die Koeffizienten o^, o^, o^, 04 
in (3 c) den Abstanden der dai^estellten Ebene Y von den Ecken, im 
zweiten Falle, daJjs die Koeffizienten A^, A^, A^, A^ in (3d) den Ab- 
standen des dargestellten Punktes 5 Yon den Seiten des Fundamental- 
tetraeders proportional sind. 

So sind speziell 
(4) wi = 0, w, = 0, i*,= 0, u,= 

die Gleichtmgen der vier Koordinatenebenen I, ü, III, lY in Paskt- 

koordinaten, während 

(4a) Z7i = 0, f7i=0, Rj-O, D^^O 
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die Gleichungen der vier Eckpunkte 1^ 2, 3, 4 in Ebenenkoordinaten 
darstellen. 

Die Gleichnng (1) liefert nns nmunehr in einfsusher Weise die 
identische Bektion^ welche zwischen den homogenen Koordinaten eines 
beliebigen Punktes besteht. Labt man nämlich jetzt die Ebene Y 
ins unendliche rücken, nnd beachtet dabei, dab sich alsdann die vier 
Quotienten ^^ ^^ ^^ ^^ 

(V,6)' (V,6)' (V,6)' (V,6) 

dem gemeinsamen Werte eins nahem, wo auch der Punkt 5 im End- 
lichen liegen möge, so geht die Gleichung (1) in die einfEMshere über 

(5) Wi+W, + %+U4=l, 

und dieses ist die gesuchte Identitöt. 

Dieselbe Relation kann auch direkt aus der Entwickelung der 
identisch verschwindenden Determinante 



1, 


1, 


1, 


1, 


1 


1, 


1, 


1, 


1, 


1 


a^, 


«1, 


<hy 


x^, 


a% 


Vu 


Vt, 


y», 


y*, 
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«u 


"t, 


«s> 


e*, 


«6 



nach den Elementen der ersten Zeile hergeleitet werden. Hierdurch 
ergibt sich nämlich die Gleichung 

(2, 3, 4, 5) - (1,3, 4, 6) + (1,2, 4, 5) -(1,2, 3, 5) + (1,2, 3, 4)=.0 

und diese geht in die soeben gefundene Identiföt über, wenn man sie 
in der Form schreibt 

/R^N (5,2,8,4) (1,6,8,4) (1,2,6,4) (1,2,8,6) _ - 

^•'*>' a. 2, 8, 4) "^(1,2, 8, 4) "^(1,2, 8, 4) '^(1,2, 8,4)^ •"• 

Geometrisch sagt dieselbe aus, dals die algebraische Summe der Yolum- 
zahlen deijenigen vier Tetraeder, deren gemeinsame Spitze im Punkte 5 
liegfc^ und deren Grundflächen die vier Seitenflächen des Fundamental- 
tetraeders sind, gleich der Yolumzahl des letzteren ist. Dieser Satz ist 
unmittelbar evident, sobald der Punkt 5 innerkalb des Fundamental- 
tetraeders angenommen wird, da dann diese Inhaltszahlen dem sechs- 
fachen positiven Volumen jener vier Tetraeder gleich sind; aber auch 
im allgemeinen Falle wird er selbstrerständlich, wenn man beachtet, 
dab^ falls z. B. der Punkt 5 die Fundamentalebene (2, 3, 4) über- 
schreitet, die zugehörige Inhaltszahl (5, 2, 3, 4) das negativ genommene 
sechsfaclie Yoliunen des betreffenden Tetraeders darstellt. 
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Weniger einfjach gestaltet sich die Herleitang der identischen 
Relation für die Koordinaten (Ui, U^f U^f U^ einer Ebene; dieselbe 
kann auch nicht linear sein, da ja dnrch die Werte ron drei Koordi- 
naten die vierte nicht eindeutig bestimmt ist. 

Um diese zweite Relation herzuleiten, betrachten wir die Ebene V, 
also auch ihre homogenen Koordinaten (Ui, JJ^y U^, U^ als gegeben, 
xmd gehen ans von den beiden ans (3 a) sich ergebenden flleichnngen, 
welche den Abstand zweier ganz beliebiger Punkte 5 und 6 Yon jener 
Ebene ausdrücken 

(I,5)Di+(n,6)D;+(in,5)D;+(IV,5)l7,-.(V,6) 
(I,6)D,+ (n,6)ir,+ (m,6)J7,+ (IV,6)C»-(V,6); 
aus ihnen ergibt sich durch Subtraktion 

(6) (a,5)-g,6))Di+((n,5)-(n,6))ü;+((ni,6)-(m,6))r, 

+ ((IV, 5) - (IV, 6)) Di- (V, 5) - (V, 6). 

Ist nun VI eine Ebene, welche auf der 
Geraden 5, 6 senkrecht steht, so sind 
die in diesen Gleichungen auftretenden 
DijSerenzen den Kosinus der Neigungs- 
winkel Ton VI mit den Ebenen 1,11, 11]^ IV, V 
proportional In der Tat lehrt ein Blick 
auf die nebenstehende Figur, daCs fBr jede 
beliebige Li^e der Ebene V die Gleichung 
besteht 

(6a) (V, 5) - (V, 6) - 676 cos(V, VI). 

Hier bedeutet 5, 6 den absoluten Wert der Entfernung cfer beiden 
überstrichenen Punkte, und unter (V, VI) soll ein f&r allemal der 
innere Winkel jener beiden Ebenen, d. h. deijenige verstanden werden, 
welcher von der positiven Seite der einen und der negativen der 
anderen Ebene gebildet wird. Damit die Gleichung (6 a) bei dieser 
Festsetzung auch dem Vorzeichen nach bestehe, ist die positive Seite 
von VI passend zu wählen. Ist dies geschehen, und beachtet man 
alsdann, dals die beiden Seiten jener Gleichung bei einer Drehung der 
Ebene V gleichzeitig durch Null hindurchgehend ihr Zeichen wechseln, 
so erkennt man, daJs jene Gleichung bestehen bleibt, wenn man die 
Ebene V mit einer der vier Tetraederebenen so zusammenfoJlen laCst, 
dals ihre positiven Seiten übereinstimmen. Ersetzt man also in (6) die 
Differenzen 

(I, 5) - (I, 6), (H, 5) - (n, 6), (m, 5) - (m, 6), (IV, 5) - (IV. 6), 

(V,6)-(V,6) 



A. 
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durch die Urnen proportionalen Eosinus 

cos (I, VI), cos (ü, VI), cos (m, VI), cos (IV, VI), cos (V, VI), 
so geht diese Gleichung über in die folgende 

(7) Dicos(I, VI)+ D;cos(n, VI) + DsCosCm, VT) + Dicos(IV, VI) 

= cos(V, VT). 
Diese Gleichung besteht für jede Ebene V» (t^, £7^, TJ^y U^ nnd eine 
ganz beliebige Ebene VI, da diese nur senkrecht zu der beliebigen Ge- 
raden 5, 6 angenommen wnrde; sie ist femer erfüllt, wie auch die 
positive Seite der Ebene VI gewählt sein möge, da ihre beiden Seiten 
Zugleich das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen, wenn die positive 
Seite von VI mit der negativen vertauscht wird. 

Bezeichnet man also die vier Tetraederebenen wie anf S. 235 durch 
Vu Vt7 9sf Vi ^^^ ^^ ^^'^ willkürlich angenommenen Ebenen V und VI 
mit ^ und %, so geht die Gleichung (7) über in 

(8) l^iCos(9i,x)+Dicos(92,z) + ^jCos(gP8,z) + D4<50s(94,z) = cos(^,Z^^ 

wo U^y U^, Di, 174 die Koordinaten der Ebene f sind. 

Aus dieser Gleichung, welche für jede Li^e der Ebene % ff^^ 
kann die gesuchte Relation zwischen den homogenen Koordinaten 
{^if ^%f ^39 ^4) ^üie^ beliebigen Ebene ^ mit Leichtigkeit abgeleitet 
werden. Laust man nämlich die beliebig zu wählende Ebene % buc- 
cessive mit ^ und dann mit jeder der vier Tetraederebenen 9>i; 9^2; 9>8; Vi 
zusammenfallen, so erhält man die fünf Gleichungen 

U^ cos (vi, ii) + Dj cos (tp^, ii) + Us cos (tp^, ii) + U^ cos (9^, ^) =» 1 
coß (q>i, if) « JTi cos (9i, 9>,) + J7j cos (y^, tp^ + TJ^ cos (y^, 9,) 

+ ZJ^ cos (9)4, 9?,) (.«1,2,8,4), 

und w^enn man die Werte der cos (9^,-, ^) in die erste dieser Gleichungen 
einsetzt, so ergibt sich die gesuchte Belation in der folgenden Form 

(9) Zü;.üicos(<)p„9*) = l. 

Die linke Seite dieser identischen Relation ist eine quadratische Form 
der Koordinaten ({7^, JJ^y U^, 27J einer Ebene ^, deren Koeffizienten- 

^ ^ - 1, cos(g?i, 92), cos (9^1, 9)3), cos(9?i, q>^)\ 



(oob(9>o 9*)) 



cos (9^2, 9i), 1, cos(9)a, Vj), cos(9?j, 94) 

cos (9)3, 9>i), cos (9s, 92), 1, cos(9>j, yj 

co8(9>4, 9)1), cos (94, 9)2), cos(9>4, 9>5), 1 

aus den Kosinus der sechs Neigungswinkel der Seitenflächen des 
Fundamentaltetraeders besteht. Diese Belation findet sich niemals in 
den altexen Lehrbüchern der analytischen Geometrie. 
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Die fBr die Ebenenkoordinaten bestehende Relation (9) lalst neb 
noch auf eine andere Form bringen. Zu diesem Zwecke beia-achten 
wir dieselbe fOr eine Ebene if\ welche parallel zu ^ durch den Punkt 1 
gelegt ist und deren Koordinaten U^, ü^, U^, U^ sein mögen. Dann 
bestehen nach (9) auf S. 235 die drei Gleichungen 

{ül - Ui) 9, = {U[ - Di) (pi ii^^Ai), 

und da U[ nach der Voraussetzung gleich Null ist, so ei^bt sich 

(10) VtUi=^Uiq>^- üi (pi, üj = «=«,*,*). 

Multipliziert man also die f£Lr die Koordinaten von ^' bestehende Belation 

1 = Z Ü7 Ul cos (y^, q>j) «, t= t,s,4) 

mit g>l und ersetzt die Grölsen ^lUl, g>iUi, ^lUl, ^lUl durch ilire 
in (10) gefundenen Werte, so ergibt sich 

(10a) q)\ =^ (JJi^x— Ul q>i) (üifp^-- U^ q>t) cos (flPi, y*)- 

Wendet man diese Gleichung speziell an auf die erste Tetraederebene, 
£ar welche ^^^^^ u,-U,~U,= 

sind, so erhalt man die Identität 

9? = 9l + 2?P2%cos(9)„ 93) + yj+ 29,9^cos(9„ 9>J j 

+ 2y394Cos(y5,y^) + 9j, 

und sie gibt den Inhalt einer Tetraeder^U^he 9)^, dargestellt durch die 
drei anderen und deren Neigungswinkel gegeneinander. 

Vermittelst der hier gefundenen identischen Belation zwischen den 
Koordinaten (üif U^, U^, U^ kann nunmehr, wie leicht ersichtlich, 
die Gleichung einer Fladie in Ebenenkoordinaten 

F{Ux, u„ Di, d;)=o i 

homogen gemacht werden. Wir wollen als Beispiel die Gleichung 
einer Kugelflache angeben, deren Mittelpunkt die Koordinaten (%, t%, u^ u^ 
hat, und deren Badius gleich B ist. Dann ist nach (3) auf S. 235 die i 
Gleichung aller Tangentialebenen der Kugel, d. h. die Gleichung jener 
Kugel selbst die folgende | 



I 



denn ihr genügen alle und nur die Ebenen, deren senkrechte Ent- 
fernung Yon dem Punkte (u^, u^f ti^y u^ gleich R ist. um sie homogen I 
zu machen, erheben wir sie ins Quadrat und ersetzen ihre rechte Seite , 
mit Benützung von (9) durch den mit ihr übereinstimmenden Ausdrack I 



j 
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B* (ID; CT» cos (9>„ 9*)) 
und hierdurch erhalten wir die Gleichung der Eugel in der homo- 



genen Form 



Z {hihkUiUjt — B* cos (y<, 94)) Ui Uk = 0. 



§3* 
Um das Yolmnen eines Teiaraeders durch die homogenen Koordinaten 
seiner Eckpmikte auszudrücken, schicken wir die folgenden einfachen 
Bemerkungen voraus. Es seien 

5, 6, 7, 8 und V, VI, VH, VIII 

vier beliebige Punkte und vier beliebige Ebenien; dann soll der Kürze 

wegen die aus den 16 AbstiLnden der yier Punkte 5, 6, 7, 8 Ton den 

IV VI Vn VTTTI 
vier Ebenen gebildete Determinante mit k' ^ ^ 7 ' q bezeichnet 

werden, so dab also ' ' ' 

V,6, V,6, V,7, V,8 

VI, 5, VI, 6, VI, 7, VI, 8 

vn,6, vn,6, vn,7, vn,8 
vm, 6, vni, 6, vm, 7, vm, 8 

ist. Sind dann zunächst jene yier Punkte die Ecken des aus den vier 
Ebenen gebildeten Tetraeders, so reduziert sich die Determinante auf 
das Produkt ihrer Diagonalglieder, und man erhalt in diesem Falle 



(1) 



V, VI, vn, vin 

5, 6, 7, 8 



(la) 



IV, VI, vn, vm 

15, 6, 7, 8 



.(V,5)(VI,6)(Vn,7)(Vin,8). 



Es seien iran wie Torher 1, 2, 3, 4 die Ecken ond I, II, m, IV die 
gegenfiberliegenden Seiten des Fnndamentaltetraeden, so ist nach (la) 

I, n, m, IVI 

1, 2, 3, 4 I 



(Ib) 



.(i,i)(n,2)(m,3)(iv,4). 



Femer seien Ö, 6, 7, 8 vier beliebige Ponkte ond 



«, 



4> 



*1> 









<', <, w. 



W 



^•4 



.»ff 



ihre homogenen Koordinaten; wir bilden nun die Determinante 

(< = 0,1,2,8) 



I <*i > ^a > <*a ; <*4 I 



Kroneoker, DetermlnanteiL 



16 
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ilirer Koordinaten, wobei der Gleichmaisigkeit wegen durch den oberen 
Index i»0 die Koordinaten des ersten Punktes bezeichnet werden; 
ersetzen wir dann die Koordinaten dnrch ihre Ausdrücke in (3) auf 
S. 232 nnd setzen die gemeinsamen Nenner der Kolonnen in den 
Nenner, so ergibt sich 

11, n, m, ivi 
I»i7 ^ij ^tf »4 i""(i,i)(n,2)(in, 8)(iv,4/ 

oder mit Benützung von (Ib) 



(2) 
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m. 


IV 
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n. 
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Bedeuten femer V, VI, VII, VIII vier beliebige Ebenen im Räume, 
deren homogene Koordinaten beziehlich 

Uu U,, Di, £7, 

K ui, ui u; 

77" U" TT*' ü" 

Tjtt Tjnt rjttt Tjitt 

sind, so ergibt sich unter Benutzung Ton (7) auf S. 234 genau ebenso 



die Gleichung 



(2») 



V, VI, vn, vm 

1, 8, 8, 4 




I, n, m, IV 

1, 2, 8, 4 





J^i, TJ^, ü„ Z7, 

Ul, Ui, Ui, Ui 

u;', Ui', Ui', u» 

Ul", Ui", Ui", Ui" 



Bildet man nun nach dem Multiplikationssatze das Produkt der beiden 
Determinanten 



V,l, V,2, V,3, V,4 
VI, 1, VI, 2, VI, 3, VI, 4 

vn, 1, vn, 2, vn, 3, vn,4 
vni, 1, vm, 2, vm, s, vm, 4 



u,, ui, «i', «;" 

«8, «i, K'f <' 

»4, «i» <. «i" 



so wird dasselbe bei Beachtnng Ton (3 a) auf S. 236 gleich 
also ergibt sich znnachBt die Gleichnng 

V, VI, vn, vm 

(3) \^,i*t,^»,»i\ = - 



v,vi,vii,vin 

5, 6, 7, 8 



6, 6, 7, 8 



V, VI, vn, vm 

1, 2, 8, 4 
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wenn man jetzt die links stehende Detenninante durch ihren Wert ans (2) 
ersetzt, so kann diese Gleichung folgendermaben geschrieben werden 



(3») 



i,n,m,iv 

5,6, 7, 8 



V, VI, vn, vm 

1, 2, 3, 4 



i,n,m,iv 

1,2, 3, 4 



V, 71, vn, vni 

5, 6, 7, 8 



oder wie man anch Bchreiben kann 



(3b) 



I, 


n, 


m, 


IV 


6, 


6, 


7. 


8 


I, 


n, 


m, 


IV 


1, 


2, 


8, 


4 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



K. Wj. «8;<*4l 



V, VI, vn, vm 

1, 2, 8, 4 

Nimmt man in (3a) wiederom 5, 6, 7, 8 als die Dnrchschnittspnnkte 
der Ebenen Y, VI, YII, VULl an, und beachtet, dab die analoge Yor- 
anssetzxmg für die Punkte 1, 2, 3, 4 und die Ebenen I, U, TU, lY gilt, 
so erhalt man den speziellen Satz: 

Sind 1, 2, 3, 4 bezw. 6, 6, 7, 8 die Ecken und 1, 11, m, lY 
bezw. Y, YI, Yn, VJJLl die Seitenflächen zweier beliebigen 
Tetraeder im Baume, so besteht die Gleichung 



(3c). 



V, VI, vn, vni 

1, 2, 3, 4 



I, n, m, IV 

5, 6, 7, 8 
.(I,1)(II,2)(III,3)(IV,4)(V,5)(VI,6)(VII,7)(VIII,8). 

Es seien nun Y, YI, YII speziell drei beliebige aufeinander senk- 
recht stehende Ebenen, welche wir ab Eoordinatenebenen eines recht- 
winkligen Sjstemes auffassen wollen. Sind dann 

(^i> Vu ^i)} {^%y y%> ^a)> • • • (^» y%i ^s) 
die Koordinaten der Punkte 1, 2, ... 8 in Bezug auf dieses System, so 
sind dieselben einfach den entsprechenden senkrechten Abstanden der 
betreffenden Punkte Ton jenen drei Ebenen gleich. Labt man femer 
die Ebene Vlli ins unendliche rücken, und beachtet, daJs alsdann fdr 
zwei beliebige im Endlichen liegende Punkte, das Verhältnis ihrer Ab- 
stände Ton jener Ebene sich der Grolse 1 nähert, so erkennt man, dafs 
der Quotient auf der rechten Seite von (3) den Wert erhalt 



^^51^51^51^ 



«1,^1, ^1,1 



(6,6,7,8) 
(1,2,8,4)^ 



und aus (3) ergibt sich somit die merkwürdige Gleichung 

(4) \'^>'^>'^y''^\^ t\\\\\% ' 

d. h. die aus den 16 homogenen Koordinaten von vier beliebigen 
Punkten gebildete Determinante vierter Ordnung stellt das Yerhaltnis 
der Tuhaltszahl des durch jene Punkte bestimmten Tetraeders zu der 
des Fundamentaltetraeders dar. 

16' 
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Ersetzt man die Detenainante |t«i> ti|; 113, u«! durch den errten 
von den Determinantenqnotienten in (3b) nnd schreibt dann die Glei- 
chung (4) in der Form 



I, n, m, IV 

6, 6, 7, 8 



I, n, m, ivi 
1, 2, 3, 4 I 



(*^^ (6,6,7,8) (1,2, 8,4) 

SO ist ihre rechte Seite von den Punkten 5^ 6; 7, 8 ganz unabhängig. 
Schreibt man also dieselbe Relation fttr vier neue Punkte 5V 6'i 7'; ^\ 
so ergibt sich unmittelbar die Gleichung 



oder auch 



I, n, in, IV 
6, 6, 7, 8 




I, n, m, IV 
6', «', r, 8' 



(4b) 



(6,6,7,8) 
I, n, m, IV 

6, 6, 7, 8 



I, n, in, IV 

6', 6', 7', 8' 



(6', 6', 7', 8') 



(6, 6, 7, 8) 
(ö',6',r,8')' 



Die rechte Seite dieser Gleichung ist von der Wahl der Ebenen 
If H, TU, IV völlig unabhängig. Schreibt man also dieselbe Gleichung 
ftlr vier andere Ebenen Y^ YI^ YII, VULl, so ergibt sich die merk- 
würdige Relation 



(4c) 

oder auch 
(4d) 



I, n, m, IV 

6, 6, 7, 8 



I, n, m, IV 

6', 6', 7', 8' 

I, n, m, IVI 

6, 6, 7, 8 I 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



V, VI, vn, vm 

6', 6', 7', 8' 



I, n, m, IV 

6^ 6^ 7\ 8^ 



V, VI, vn, vm 

6, 6, 7, 8 



V, VI, vn, vm 

6', 6', 7', 8' 



Diese Gleichungen (4c) und (4d) beweisen die folgenden sich 
dual entsprechenden Sätze: 

L Das Yerhaltnis der Abstandsdeterminanten aus vier beliebigen 
Ebenen (I, II, III, lY) von den Ecken zweier Tetraeder (5, 6, 7; 8) 
und (5', 6'; 1', 8') besitzt einen von der Lage jener vier Ebenen 
unabhängigen konstanten Wert 
n. Das Yerhaltnis der Abstandsdeterminanten aus vier beUebigen 
Punkten (5, 6, 1, 8) von den acht Flachen zweier Tetraeder 
(I, n, m, rV) und (Y, YI, vn, vm) besitzt einen von der 
Lage der vier Punkte unabhängigen konstanten Wert. 

Dies sind die allgemeinsten derartigen Sätze über Tetraeder; und 
zugleich das erste Beispiel von wirklichen Invarianten im Saume. 



I 
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Gferade in der analytischeii Geometrie kann man wohl mit Recht 
sagen, dafs das Auffinden von Invarianten der W^ zur wahren Er- 
kenntnis isi 

Wie in der Formel (4a) die Inhaltsdeterminante (5, 6, 7, 8) eines 
Tetraeders dnrch die AbsiSnde seiner yier Eckpunkte von Tier festen 
Ebenen 1, 11, m, IV dargestellt erscheint, so labt sich dieselbe auch 
durch die Abstände seiner vier Seitenflachen von vier festen Punkten, 
d. h. ako auch dnrch deren Ebenenkoordinaten einfebch ausdrücken. 

Sind nämlich u^, u^, ti,, u^ die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes 5, so kann die zweite Relation (3a) auf S. 236 unter Be- 
nützung der zwischen den Koordinaten des Punktes 5 bestehenden 
identischen Relation (5) auf S. 237 folgendermafisen geschrieben werden 

«,(V, 1- V, 6) +«,(V, 2-V, 6) + «,(V, 3-V, 6) + t«.(T, 4-V, 6)-0. 

Fügt man zu dieser Gleichung die entsprechenden für drei andere 
Ebenen YI, YII, Vill hinzu, so erhalt man ein System von yier 
homogenen linearen Gleichungen für die Koordinaten u^, 1%, %, u^ des 
Punktes 5, deren Determinante notwendig yerschwinden muls, da die Ui 
nicht zugleich den Wert Null haben können; man erhalt abo die 
Gleichung 

V,l- V,5, V,2- V,5, V,3- V,5, V,4- V, 5 
VI,1- VI, 5, VI, 2- VI, 5, VI, 3- VI, 5, VI, 4- VI, 6 

vn,i™vn,5, vn,2--vn,5, vn,3-vn,5, vn,4-vn,5 
vm, i-vm, 5, vm, 2 -vm, 6, vm, 3 -vm, 6, vm, 4 -vni, 6 

Es seien nun speziell V, VI, VII, Vm die Seitenflächen und 5, 6, 7, 8 
beziehlich die gegenüberliegenden Ecken des zu untersuchenden Te- 
traeders. Dann fallen in jener Determinante die Subtrahenden dei* 
zweiten, dritten und yierten Zeile fort, weil sich der Punkt 5 auf den 
Ebenen VI, VII, VIII befindet. Entwickelt man also jene Determinante 
jetzt nach ihrer ersten Zeile, so geht die Gleichung über in die folgende 

D-(V,5)A, 
in welcher D die Determinante 

I V, VI, "vn, "vm 

II, 2, 3, 4 

und D^ diejenige Determinante bezeichnet, welche aus D entsteht^ 
wenn man in ihr die erste Horizontalreihe 

. V .. ^ .. ^'^' ^'2, V,3, V,4 

durch die Beihe 

1, 1, 1, 1 



= 0. 
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ersetzt. Wenn nun D^, D^, D^ analog definiert und die drei übrigen 
Eckpunkte des ans den Ebenen Y, YI^ YII, YIII gebildeten Tetraeden 
durch die Ziffern 6^ 7^ 8 bezeichnet werden, so gelten also die yier 
Relationen 

(5) 2)«(V,5).A--(VI,6).A-(Vn,7).D,-(Vin,8).D^. 

Yertanscht man nun in (4a) die Punkte 1, 2, 3, 4 und 5, 6, 1, 8 und 
zugleich die Ebenen I, H, DI, lY und Y, YI, YII, YIII, und ersetzt 

dann die Determinante ^ ' q ' q ' a durch D, so geht sie bei Be- 

1, J, o, 4 

achtung der Gleichung (la) auf S. 241 über in 

D(5, 6, 7, 8) = (1, 2, 3, 4).(V, 5).(VI, 6).(Vn, 7).(Vm, 8), 
und aus (5) ergibt sich die gesuchte Gleichui^ 



(6) 



D» 



(5, 6, 7, 8) -(1, 2, 3, 4) ^,;;'^^^^ 



in welcher die Determinanten D, D^^ D^, D^, 2)4 nur die 16 Abs&ide 
der Ebenen Y, YI, YII, YQI von den Punkten 1, 2, 3, 4 enthalten. 

Die fBnf Determinanten D, D^, D,, D^, D4 lassen sich auf eine 
übersichtlichere Form bringen, wenn man von einer Ecke des Fun- 
damentaltetraeders z. B. vom Punkte 4 ausgehend, die drei anliegenden 
Kanten desselben 

(14) -a^, (24) -y, (34) -0 

und die Abstände derselben Ecke von den Ebenen Y, YI, YII, VUi 

Y,4=i>„ YI,4=.A, Yn,4=i>3, Ym,4=i>, 

setzt. Nach S. 238 gelten nämlich alsdann die Gleichungen 

I Y, 1 — Y,4 = a:cos(i>i,a;), Y,2 --Y,4«ycos(|>i, y), 
1 Y,3-Y,4-^cos(pi,;er), 

sowie die analogen Gleichungen für die Ebenen YI, YII, VllL Sub- 
trahiert man also in den fünf Determinanten D, D|, . .. D^ jedesmal 
die letzte Kolonne von den drei ersten und ersetzt die dann sich er- 
gebenden Abstandsdifferenzen durch ihre Ausdrücke in (7), so ergibt sich 



(7) 



xyz 



>• ' fr*M« 



und 
(Sa) 



C0B(i)i,a5), C08CPi,y), CO8(Pi,0), i>i 

cos (i)„a;), C08(i)„y), cob(p„«), ft 
coB(i)„a5), co8(|)„y), 008(1)4,«), A 

COB(|>4,a!), C0B(p4,y), C08(p4,<r), P4 

^k dB jf 

xyz dpj^ 



B 



(Jt=l,2,S,i). 
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Hiemach nimmt unsere Gleichung (6) die Form an 

Hierbei ist zu bemerken, dais die Determinantenansdrücke Bi eine 
einfache geometrische Bedentnng haben. Nach S. 226 ist z. B. 

cos(i?j,ic), cos(pj,y), cos(jPi,£r) 
jRi« cos(p5,a;), cosd),,^), cosOp,,^) ^sm(x, y, 0) 'Bm(p^, p^, p^), 
cos (i>4, x), cos (p4, y), cos (p^, g) 

wo (o;, y, jer) die Ecke 4 ist nnd (p^j p^, p^ die dnrch die Lote 
{P27P99'Pa) gebildete Ecke bedeutet. Da die drei letzten Linien aber 
anf den I^hen VI, VE, Vlil der Ecke 5 senkrecht stehen, so ist 

sin(p„|>„jpj = sin5', 

wo 5' die zn 5 polare Ecke bedeatei Da nnn analoge Ausdrücke für 
die übrigen drei Determinanten bestehen, so ergibt sich 

JJi= 8in(a;, y, 0)sin(5'), 22^=» sin(ir, y, 0)sin(6'), . . . JS4« sin(fl?, y,0)8in(8'), 

mid dnrch die Entwickelnng von R nach der letzten Yertikalreihe er- 
halt man 

iJ s» sin (x, y, 0) (p^ sin 5' + p, sin 6' + jp, sin 7 ' + p^ sin 8'). 
Beachtet man femer, daXs nach (3a) auf S. 223 

(1,2,3,4) . . V 

(U)(24)(84) -«^(^^y^^) 

ist, so geht die gefundene Gleichnng (9) über in 

j (5, 6, 7, 8) sin (5') sin (6') sin (70 sin (8') 
^^®) j- (pisin(6') +Asin(6') +l>,8in(7') 4-J>4 8in(8'))». 

In dieser Gestalt kann jene Gleichnng unmittelbar yerifiziert werden, 

wenn man beachtet, daCs infolge der Gleichnng 6 F» (5, 6, 7, 8) nnd 

nach S. 227 (9) . i (6, 6,7,8)« 

am 5' = ^ • ^ ^ 

ist, wenn mit 9^9 V^, Vi y 9% wieder die Seitenflachen das Tetraeders 
5, 6, 7, 8 bezeichnet werden, nnd dats analoge Gleichungen für die 
anderen Eckensinns bestehen. Führt man diese Ausdrücke ein und be- 
achtet, dals infolge der Gleichung Ui + tt^ + u^+ u^^ 1 

ist, so geht (10) in eine reine Identitöt über. 



Fünfzelmte VorleBnng. 

Die Zerlegang der ganzen GrOlsen eines natfirlich^i Bationalit&tBbereiches in ifaie 
irrednktiblen Faktoren. — Die natflrlichen Bationalit&tsbereiche (91, 91', ...91^"^. ~ 
Die ganzen rationalen Funktionen. — Anfsachnng aller Teiler einer ganzen GrOJje 
des Bereiches (91, 91', ...91^"^. — Die Primteiler des Bereiches (91, »',...). - 
Jede ganze GrOfse des Bereiches (91, 91',...) kann auf eine einzige Weise in Piim- 
faktoren zerlegt werden. — Teilerfremde Funktionen des Bereiches (91, 9t',...)- 

§1. 

Bei der speziellen Betrachtung von drei linearen Gleichnngen 

üiX + hy + Cig + di^O (^=1,8,5) 

mit nnbeBtimmten Eoefiizienten (Oi, bt, d, d^ in der achten Vorlesung 
hatten wir die Yoranssetzung zu Ghnnde gelegt, daüs ihre Lösungen 
rationale ganzzahlige Funktionen der zwölf Gleichnngskoeffizienten sind, 
dafs also jede der drei TJnhekannten ein Brach Yon der Form 

^ ' ö(«p 0^1 Cp a^ 

sei, dessen Zahler und Nenner ganze Funktionen der zwölf Grö&en 
{tti, hi, Ciy di) mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Wir hatten dann 
aber diese Brüche in ihrer reduzierten Form angenommen, d. k Tor- 
ausgesetzt, dab etwa auftretende gemeinsame Faktoren ihrer Zahler 
und Nenner durch einfaches Heben bereits beseitigt sind, daGs also die 
beiden Funktionen und in (1) weder 2iahlen noch auch ganse 
Funktionen von (a^, bi, d, di) als gemeinsame Teiler enthalten. Dieser 
Yoraussetzung liegt die bis jetzt noch unbewiesene Annahme zu Grunde^ 
dab es möglich ist, den gröikten gemeinsamen Teiler jenes Zahlers 
und Nenners au&ufinden, um ihn dann ebenso wie bei Zahlenbrüchen 
durch Heben zu beseitigen. 

Da nun auch die allgemeine Theorie der linearen Gleichungen 
und der Determinanten n^ Ordnxmg, zu der wir jetzt übei^^en, im 
wesentlichen auf der arithmetischen Behandlung ganzer ganzzahliger 
Funktionen von beliebig vielen unbestimmten beruht, so will ich 
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diesem Haaptteile eine kurze üntersuchtuig jener Funktionen voraus* 
schicken, obwohl sie eigentlich schon in der allgemeinen Arithmetik 
dturchgefOhrt werden sollte. Ich werde nur zeigen, da£9 man die 
ganzen ganzzahligen Funktionen beliebig vieler Unbestimmten genau 
ebenso behandeln kann, wie die ganzen Zahlen in der elementaren 
Zahlentheorie, dala insbesondere jede solche Funktion auf eine und 
auch nur auf eine Weise in ein Produkt von Frimfionktionen zerlegt 
werden kann, welche ihrerseits aufser der Einheit gar keinen Teiler 
mehr enthalten. 

Diese Eigenschaft ist in dem einfachsten Falle der ganzen Zahlen 
aus dem Grunde leicht zu beweisen, weil man alle Divisoren einer 
vorgelegten Zahl n durch eine endliche Anzahl von Versuchen stets 
bestimmen kann. Da nämlich jeder Teiler d von n kleiner als die 
Zahl n sein muls, so braucht man nur je zwei unterhalb n liegende 
Zahlen miteinander zu multiplizieren und diejenigen unter diesen Pro- 
dukten aufzusuchen, welche gleich n sind. Ist keines dieser Produkte 
gleich n, so ist n unzerlegbar oder eine Primzahl, und hieraus ergibt 
sich leicht der Fundamentalsatz, dais jede Zahl auf eine einzige Weise 
in das Produkt von Primzahlen zerlegt werden kann*). 

Dieses Verfahren Vaht sich aber schon auf die ganzen ganzzahligen 
rationalen Funktionen 

(2) 2^(81) = «0+ Ol« + a,gil« + ...+ an»" 

von nur einer Variablen 91 nicht ohne weiteres übertragen , weil in 
diesem Gebiete der Begriff des Grofserseins verloren geht; das einzige, 
was wir von vornherein wissen, ist, dafs der Grad eines Teilers D(8i) 
von JP(9t) niedriger sein muis, als der Gh^ jener ganzen Funktion 
selbst. Da aber die Koeffizienten jener Teiler nur ganze Zahlen zu 
sein brauchen, sonst aber a priori beliebig grols sein können, so 
erscheint die Anzahl derjenigen ganzen Funktionen D(9ft), welche als 
Teiler von F{^) in Betracht kommen können, zunächst unendlich 
groJB. Allerdings müssen auch die Eoef&zienten der Teiler bestimmten 
Bedingungen genügen; soll nämlich JP(9t) das Produkt zweier ganzen 
ganzzahligen Funktionen niederen Grades von 91 sein, so setzen wir 
diese zunächst mit unbestimmten Koeffizienten an, und erhalten so 
eine Ati^aIiI yon ganzzahligen Gleichungen zur Bestimmung derselben, 
deren ganzzahlige Lösungen eben die gesuchten Teiler liefern. Um 
aber diese Methode auch in dem Falle mehrerer Variablen durch- 
zufiiliren, bedarf man der Eliminationstheorie und der Theorie der 

*) Vergl. L. Krimecker y Yorlesmigen über Zablentheorie, Band I, fönfte Vor- 
lesung. 
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algebraischen Gleicbtuigen; da es schlielslich immer darauf ankommt^ 
zu entscheiden, ob gewisse Gleichungen mit mehreren Unbekannten in 
ganzen Zahlen lösbar sind, oder nicht. 

Der Grund davon, dals das soeben ang^ebene YerGihren adseni 
schwierig und umständlich ist, liegt einfieMsh darin, dais die in (2) zu 
Grunde gelegte Entwickelung der Funktion F{K) nach den Potenzen 
1, 91, {R^ ...81'' f&r unseren Zweck wenig geeignet ist; dagegen wird 
die Bestimmung der Primteiler der ganzen ganzzahligen Funktionen, 
wie gleich gezeigt werden soll, auiserordentlich ein&ch, wenn wir jene 
Funktionen in einer anderen geeignet gewählten Weise darstellen. 

Wir wollen diese Untersuchung gleich allgemein ffir ganze ganz- 
zahlige Funktionen beliebig vieler Unbestimmten (91, 91', . . . 91^*^^) fBhrea 
und schicken zu diesem Zwecke einige Definitionen voraus, weldie 
f&r das Folgende von Wichtigkeit sind. 

§2. 

Es seien 91, 91', . . . 91^''^ (n + 1) unbestimmte veränderliche Grolsen; 
betrachten wir dann alle diejenigen Funktionen, welche aus ihnen 
durch Zusammensetzimg vermittelst der elementaren Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division entstehen, so er- 
halten wir einen in sich abgeschlossenen Bereich, welcher alle ratio- 
nalen Funktionen dieser Variablen mit ganzzahligen Eoefißzienten nm- 
faCst, und dessen Elemente sich durch die elementaren Rechnungs- 
operationen wieder erzeugen; es soU dieser als der durch die Grofsen 
(9i, 91', . . . 91^"^ konstituierte Bationalitätsbereich, oder kfirzer 
fds der Bationalitätsbereich (91, 91', . . . 91^"^ bezeichnet werden. 
Hierin ist auch der Fall mit inbegriffen, wo die Variablen 91 überhaupt 
fehlen, d. h. der Fall, in welchem der Bationali<»tsbereich derjenige 
der rationalen Zahlen ist; dieser soll der „absolute'' Bationalitäts- 
bereich genannt und durch (1) bezeichnet werden. 

Betrachten wir spezieller diejenigen Elemente des Bationaliiats- 
bereiches (91, 91',... 9i^"^), welche aus diesen Grolsen nur durch die 
drei elementaren Bechenoperationen der Addition, der Subtraktion und 
der Multiplikation hervorgehen, so erhalten wir einen Teilbereich dieses 
Bationaliiatsbereiches, welcher aus allen und nur den ganzen ganz- 
zahligen Funktionen jener Grolsen besteht. Er soll der dorch 
(91, 91', ... 91^"^) konstituierte Integritätsbereich genannt, und durch 
[91, 91', . . . 91^"^ bezeichnet werden. In dem ein£Ekchsten Falle, wo die 
Variablen 9t fehlen, umfafst der zugehörige IntegriiStsbereich [1] offen- 
bar alle und nur die positiven und negativen ganzen Zahlen und die NnIL 



§ 2. Die natdrlichen BationaliiAtsbeieiche. 251 

Ebenso ntm wie in diesem einfachsten Falle alle rationalen Zahlen 
als Quotienten ganzer Zahlen dargestellt werden können, erhält man 
fOr jede GrSlse des BationaliiStsbereiches (91, 91', . . . 91^"^) die folgende 

8(81, «',...91^»^/ 

wo Zahler nnd Nenner ganze ganzzahlige Funktionen Ton (91, 91', . . . 9i^"^, 
d. h. ganze Grolsen des Bationalitatsbereiches sind. Man braucht daher 
nnr die ganzen Grolsen dieses Bationalitatsbereiches weiter zu nnter- 
suchen. 

Mit der Fixierung des Bationalitatsbereiches wird die Fn^e nach 
der Zerlegbarkeit der ganzen Funktionen 9 {9t, 91', ...91^"^ desselben 
zu einer völlig bestimmten, insofern dabei verlangt wird, dals auch 
die Faktoren von 9 ebendemselben Bereiche angehören sollen. In 
diesem Sinne soll nun stets eine ganze GroJse unseres Bereiches 
schlechthin als irreduktibel, unzerlegbar oder als Primfunktion 
bezeichnet werden, wenn sie keine ebensolche ganze Funktion desselben 
Bereiches, d.h. weder eine ganze Zahl, noch eine ganze ganzzahlige 
Funktion xmseres Bereiches als Faktor enthalt 

In dem einfiichsten Bereiche [1] der gewohnlichen ganzen Zahlen 
besteht nun der Fundamentalsatz, dafs jede ganze Zahl m auf eine 
einzige Weise als ein Produkt von gleichen oder verschiedenen Prim- 
£ftktoren dai^estellt werden kann, d. h. dals stets eine Gleichung 

besteht, wo PuP^y-'-Pj^ nicht weiter zerlegbare oder Primzahlen be- 
deuten, welche man, wie bereits erwähnt, durch eine endliche Anzahl 
von Yersuchen bestimmen kann. 

Wortlich derselbe Satz besteht nun auch fOr die ganzen rationalen 
Funktionen von beliebig vielen Variablen. Wir wollen den Beweis für 
diese wichtige Tatsache, welche die Grundlage für die ganze Theorie 
der rationalen Funktionen mehrerer Variablen und speziell für die 
Determinantentheorie bildet, induktiv in der Weise führen, dals sie als 
wahr und bekannt ffir alle ganzen ganzzahligen Funktionen eines Be- 
reiches [91', 91", ... 91^'^^ von nur n Variablen angenommen wird; und 
wir wollen dann beweisen, dafs dasselbe für den Bereich [9i; 91', 91 ",...91^'^^] 
gilt, welches noch eine Variable 91 mehr enthalt Da unser Satz 
nämlich für den Bereich [1] der ganzen rationalen Zahlen gilt, so 
folgt hiemach seine Richtigkeit auch für Funktionen von einer, 
zwei, . . . Veränderlichen, d. h. er ist auch in dem allgemeinsten 
Falle bewiesen. 
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§3. 

Es seien also ad', «",... «^"^ tt Variable tind [«', «^ . . . «^"^ 
oder kürzer gesckrieben [91^^] der dnroli sie konstituierte Integritats- 
bereich. Es sei dann M irgend eine GroJse desselben, d. h. eine be- 
liebige ganze ganzzahlige Funktion dieser n Variablen, so wollen wir 
annehmen, dafs wir bereits den folgenden Satz bewiesen haben: 

Jede Gfröfse M des Integritatsbereiches [9l^^J kann auf 
eine und nur auf eine Weise in der Form 

dargestellt werden, wo P^, P„ . . • Pj^ voneinander verschiedene 
unzerlegbare oder Primfdnktionen desselben Bereiches bedeuten; 
und zwar gibt es ein endliches VerÜEÜiren, nm die Prim£ftktorea 
einer beliebigen Funktion M zu bestimmen. 

Als xmmittelbare Folgerung ergibt sich aus diesem Satze: 

Jede Qrolse M des Bereiches [81^^ besitzt nur eine end- 
liche Anzahl von Divisoren 

sie werden aus der obigen Dekomposition von M in Frim- 
faktoren unmittelbar durch alle möglichen Zusammen&ssungen 
der Primfaktoren von M erhalten. 

Wir betrachten jetzt die ganzen Groisen des gröJjseren Bereiches 

oder kürzer geschrieben, des Bereiches [Sfi; Sfi^^] und denken sie niu 
stets in der Form geschrieben 

wo die Koeffizienten ^, ^, . . . J^ ganze GröJsen des Bereiches [9t^'^l 
bedeuten. Die Zahl m, der Grad von ^"(91) in Bezug auf 81 soll kniz 
als der Grad von F(^ bezeichnet werden. 

Wir können und wollen zunächst voraussetzen, dals die Koeffizienten 
Ä^f A^j .*. Am keinen allen gemeinsamen Primteiler P des Bereiches 
[^^^'\ besitzen; denn hatten sie einen solchen, so konnten wir ihn 
nach der oben gemachten Voraussetzung bestimmen und ihn dann 
durch ein&che Division entfernen. 

Angenommen nun, es sei F(9t) das Produkt zweier ganzen guor 
zahligen Funktionen 
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(1) F(m)^9(ß)W(ß) 

nnd diese seien Yon den Qraden [i nnd v, so müssen die letzteren 
Zahlen sicher beide von Null yerschieden sein, weil F(fft) nach der Yor- 
auBsetzimg keinen Primteiler des Bereiches [91^^^ besitzt', der ja dann 
in allen Koeffizienten A^, A^y ••• -^ enthalten sein müTste. Da aber 
femer die Summe fi + v^m ist, so mnls eine dieser beiden Ghrad- 

zahlen, etwa (i, notwendig kleiner oder gleich ^ ^^ ^ ^^ ^^ 

Funktion jP(!R) überhaupt zerlegbar, so hat sie unbedingt einen Teiler 

^(91), dessen Orad höchstens gleich y ^^^^ ^7 ^^f 3^ nachdem m 

gerade oder ungerade ist. Den Eomplementärteiler 7(91) von 0(ffi) 
findet man weiter durch einfache Division von ^^(91) durch 4P (91); 
die Untersuchung braucht sieb demnach nur auf alle diejenigen Fak- 
toren ^(91) von JP(9l) zu erstrecken, deren Grad die oben genannte 
Grenze nicht übersteigt 

Wir haben so nachgewiesen, daüs der Grad der unbekannten 
Teiler ^(91) nur eine endliche Reihe von Werten durchlaufen kann; 
von den Koeffizienten jener Funktionen wissen wir nur, dals sie 
irgendwelche Groisen dea Bereiches [91^*^] sind; die Losung unseres 
Problemes ist somit nocb keineswegs auf eine begrenzte Anzahl von 
Yersuclien zurückgeftihrt. 

Hierzu gelangen wir erst durch die folgende naheliegende Über- 
legung. Ersetzt man in (1) die Variable 9i durch eine beliebige ganze 
Zahl r, so ist w^en der Gleichung 

F(r)^0(r)V(r) 

9(r) eine ganze Grö&e des Bereiches [91 ^^J, welche einer der Teiler 
der Gröüse F(r) desselben Bereiches ist. Da aber F(r) nach dem oben 
angegebenen KoroUare nur eine endliche Anzahl von Divisoren besitzt, 
so ist 9(r) auf eine bestimmte endliche Anzahl von Werten beschrankt. 
Hierauf beruht nun ein theoretisch sehr einfaches Verfahren, um zu 
entscheiden, ob eine Funktion jP(91) einen Teiler von gegebenem 
Grade ii enthalt, und um diese Divisoren, fsdls sie existieren, samtlich 
anzugeben. 

Es seien nämlich 

irgend welche ft + 1 voneinander verschiedene ganze Zahlen und 

F{r,),F(r^),...F(r;) 

die Werte, welche ^"(91) für jene (^ + 1) Werte von 91 annimmt. 
Dieselben sind samtlich ganze Groisen des Bereiches [91^^, können 



254 Fünfzehnte Yorlesang. 

also nacli der Yorauflsetzung in ihre Primfaktoren zerlegt werden, und 
man kann daher auch f&r jede dieser GrölBen F(r^ alle ihre Ton- 
einander yerschiedenen Teiler yoUstandig hinschreiben. Es seien nun 

die einzelnen Diyisoren bezw. von ^(r^), F(r^, ...F(rf^)j so nrnls^ 
soll fl^(9l) ein Teiler von F(^) sein, *(rj) gleich einer der ganzen 
Gr Olsen Dk\ . . . Dt^^ sein; 9(r^ kann also überhaupt nnr einen unter 
diesen A^ völlig bestimmten Werten haben. Kennt man nun die 
Werte ^(Tj^), die eine ganze Funktion (i^^ Grades 0(fft) fOr irgend 
welche f» + 1 Werte ihres Argumentes annimmt, so kann man aus 
ihnen bekanntlich (9t) selbst berechnen; jene Funktion ist nämlich 
nach der Ixx^aii^eschen Interpolationsformel unmittelbar durch die 
Gleichimg gegeben 

W^Vi) ^J^r^) (r,-ro)...(r4-r^^,){r,-r,^.i)...(r,-rp 

Man bekommt also den Komplex aller Funktionen 0(91), welche 
möglicherweise in ^(91) enthalten sein können, dadurch, dais man in 
der obigen Darstellung jede der GrölBen 9(rj) unabhängig von den 
anderen die Reihe Dk^\ . . . Di^*^ durchlaufen läfst und zugleich den 

Gtrsd f» gleich y bezw. ~ annimmt. 

Unter diesen X^)i^...Xft, Funktionen sind zunächst alle diejenigen 
einfach fortzulassen, deren Koeffizienten nicht samtlich ganze Zahlen 
sind, da ja alle Teiler von ^(91) ganze ganzzahlige Funktionen der 
n + 1 Variablen (91, W, ... 91^"^ sein sollen. Von den dann noch 
übrigen Funktionen $(9l) überzeugt man sich dann durch wirkliche 
Ausführung der Division, welche unter ihnen die gesuchten Teiler 
von ^(91) sind; und damit ist erwiesen, dals die Bestimmung aller 
Divisoren von P(9t) in der Tat nur eine endliche Anzahl von Opera- 
tionen erfordert 

Es seien nun auf diesem Wege die sämtlichen Teiler von F{fK) 
bestimmt, und es sei 2\(9l) derjenige Divisor, oder hHa es mehrere 
geben sollte, einer von den Teilern, deren Grad in Bezug auf 91 mög- 
lichst klein ist. Ist dann 

Ti(»l)- Co«''+ <7,«'-' + -.+ C?^, 
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80 ist jene Fnnktioii I\(9t) selbst eine unzerlegbare oder Prim- 
fimktion des Bereiches [91; {R^'^j in dem Sinne^ dals sie keine yon 1 
oder von 2\ (SR) verschiedene ganze ganzzahlige Funktion von (9t, 9l',."9l^"0 
mehr enthalten kann; denn wäre das der Fall, so mülste ja dieser 
Teiler Ton niedrigerem Ghrade in 91 sein, und er wäre aulserdem 
offenbar auch in jP(91) enthalten, was mit der soeben über 2\(9l) ge- 
machten Voraussetzung im Widerspruche steht. 
Ist nun 2\(9l) eine solche Primfunktion und 

SO kann man nunmehr in derselben Weise einen Primteiler niedrigsten 
Grades ^,(91) von j;(9l) bestimmen, so dab F^(ffi) ^ T^(9i) F^(W.), 

»^^ F(ffi) = 2^(91) T,(9i) JF;(9i) 

ist. Da somit Tg (91) auch ein Primteiler von .F(9l) ist, so folgt zu- 
nächst, dafs Tg (9t) notwendig von gleichem oder höherem Qrade als 
Ti(yt) ist. Wir wenden nunmehr unsere Methode auf F^i^) an und 
setzen dieses Verfahren so weit fort, bis einmal die übrigbleibende 
Funktion -^^(91) selbst unzerlegbar ist. Dieser Fall mufs zuletzt ein- 
treten, weil der Orad der ganzen Funktionen JP(9l), 2^^(91), ... be- 
slfindig abnimmt und offenbar nicht kleiner werden kann, als der des 
ersten Faktors Ti(9t). 

Faust man endlich noch die gleichen Elemente T(9l) zu Potenzen 
zusammen, so gelangt man auf diesem Wege zu einer Darstellung der 
ursprünglichen Funktion 2^(9t) durch ein Produkt 

F{yi) « T,(9t)** 2^(91)*' ... Ti(my\ 

womit die Zerlegbarkeit einer jeden Funktion 2^^(91) in Primfaktoren 
bewiesen und zugleich ein endliches Verfahren zur Aufsuchung jener 
Faktoren gefänden ist. 

Sollte die Funktion F(W.) in (1) entgegen der oben gemachten 
Annahme noch einen von 91 unabhängigen Teiler M besitzen, der dann 
in allen Koeffizienten A^, A^, . . . Ä^ als gemeinsamer Faktor enthalten 
wäre, so kann man diesen nach der Voraussetzung finden und ihn 
fQr sich in Primteiler zerlegen. Man erMlt so eine in jedem Falle 
gültige Zerlegung von jP(91) in Primfaktoren 

F{yt) - Pl'Fl^.,.Fl^ 2\(9l)** 2;(9l)** ... r,(9i)% 

in welcher Pj, Pj, ...P^^ Primteiler des Bereiches [91^^, 

T,(3i),r,(9i),...r.(8i) 

Primteiler des Bereiches [91; 91^*^] bedeuten, welche auch die Variable 91 
enthalten. 
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§4. 

Für die ganzen Ghrölsen eines beliebigen BAtionalitiitsbereiches 
behalt nnn andi der Fondamentalsatz Geltung, daCs sie nur anf eine 
Weise in Primfonktionen zerlegt werden können. Wie bei dem Be- 
reiche der ganzen Zahlen fliefst auch hier diese Eigenschaft ans dem 
grundlegenden Satze: 

Ist das Produkt zweier ganzen Gfrofisen 0(91, 91^ ...) und 
y (3i, 91', • . .) durch eine Primfunktion teilbar, so muli 
mindestens einer der beiden Faktoren dieselbe enthalten. 

Oder was dasselbe ist: 

Ist das Produkt $ W durch einen Primfaktor teilbar, und 
der Faktor enthalt denselben nicht, so ist dieser PrimfiEkktor 
notwendig in W enthalten. 

Auch hier nehmen wir an, dalis dieser Satz für den ßationaiiläts- 
bereich (SR', 81", . . . 81^"^) Ton nur n Variablen bewiesen sei, und daG) 
der aus diesem Satze unmittelbar folgende Beweis für die Eindeutigkeit 
der Zerlegung aller Gröfsen des Bereiches [91^*^] in Primfaktoren eben- 
falls bereits erbracht sei. Dann zeigen wir jetzt, dats jener Satz auch 
für den grö&eren Bereich (91; 91', ... 91^"^ gilt. Dabei sondert sich 
dieser Beweis in zwei Teile, je nachdem der Primfaktor dem Bereiche 
[91^*^ oder erst dem grofseren Bereiche [91; 91^*^] angehört. 

1. Es gehöre die Primfunktion P(9l', 91", . , . 91^"^) zuerst dem 
Bereiche [91^*^ von nur n Variablen an, wahrend *(9l) und 
W(W:) ganze Funktionen des groüseren Bereiches [91; 91^*^ sind. 

Es sei also 

wo die Eoei^ienten $^ und W^ ganze Gbrolsen des Bereiches [91^'^] sind; 
dann muls gemafs der Voraussetzung, dafs nicht durch P teilbar 
ist, wenigstens eine der Ghröfsen 0q, ^i, •«• diesen Primfaktor nicht 
enthalten. Ist nun in der Reihe $o, ^i, *.. der Koeffizient 4^^ der 
erste, welcher P nicht enthält, so ist, modulo Pq betrachtet, 

«(91) = ^, 91* + ®,+i 91*+' + . . • (mod P). 

Nun sei anderseits von den Koeffizienten von W der erste, von dem 
nicht bekannt ist, dals er P enthalt, der Koeffizient ^^; dann ist anch 

W= ^^91*+ «^*+i9l*+' + ... (modP). 
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Dann ist, gemäÜB der Yorauflsetzimg, daCs 9 W durch P teilbar ist; 
das gleiche für das ihm kongruente Produkt 

der Fall; es ist also das Produkt 0^ W^^ ebenfalls durch jenen Prim- 
&ktor dirisibeL Da nnn nach der Yoranssetzüng 9^ den Divisor P 
nicht enthalt; so nmfs der andere Faktor ^P]^ durch P teilbar sein, da 
der zn beweisende Satz für die dem Bereiche (Sfl', ... 91^"^) angehorigen 
Orolsen P, 9^^, Wj^ als gültig angenommen ist. Es müssen daher alle 
Koeffizienten Wq, V^^ . . . den Faktor P enthalten, d. h. die Ghrölse W(yi) 
ist selbst durch diesen Primfaktor teilbar, was zu beweisen war. 

Ehe wir den zweiten Teil unseres Satzes beweisen, ziehen wir 
aus dem soeben gefundenen Theoreme einige Folgerungen. Es sei 
T(9t) ein irreduktibler Divisor des Bereiches [31; 31'] von n + 1 Un- 
bestimmten, d. L eine solche Ghrölse, welche nicht in das Produkt 
zweier ganzen Funktionen dieses Bereiches zerlegt werden kann. 
Dann folgt zunächst aus dem soeben gegebenen Beweise, dals T(3l) 
auch nicht gleich dem Produkte ganzer Funktionen von 31 sein kann, 
deren Koeffizienten etwa rationale gebrochene Funktionen des Be- 
reiches [31^^] wären. In diesem Falle hatten wir nämlich für T(ffi) 
eine Darstellung von der Form 

wo «(31) und Z(3l) ganze Gh-ölsen des Bereiches [3i; 31^^ bedeuten, 
wahrend der Nenner N von 31 unabhängig ist, und wo überdies alle 
gemeinsamen Primfaktoren von N mit & oder mit X bereits durch Heben 
beseitigt sind, so daCs ^ weder mit &{ffi) noch auch mit X(3l) einen 
gemeinsamen Primfaktor besitzt. Enthielte dann N überhaupt noch 
einen Frimfaktor, so müijste dieser in dem Produkte 9 (3t) X (3t), also 
nach dem soeben bewiesenen Satze in mindestens einer jener Groisen 
selbst enthalten sein; und da alle diese Faktoren bereits durch Heben 
beseitigt sind, so ist zu erschlielsen, dals JV^» 1, also da T(3t) im 
Bereiche [31; 31^^ unzerlegbar ist, dafs «(31) «1, Z(3l) = T(3t) 
sein rnnls, womit unsere Behauptung erwiesen ist 

Es sei nun femer *(3l) eine ChrSlse des Bereiches [31; 31^^, welche 
nicht durch den Primfaktor jr(3t) desselben Bereiches teilbar ist, so 

dals also der Quotient —t^ eine gebrochene Funktion der (n + 1) 

Variablen 3t, 3t', ...3t^"^ ist Dann zeigt man ebenso, dals *(3l) 

Kroneoker, Betennixuuitttn. 17 
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aach niclit etwa als Funktion von 9t allein betrachtet dnrcli T(9l) 
teilbar sein kann, <L h. dab jener Quotient nicht gleich einer ganzen 
Funktion Yon 91 sein kann, deren Eoefißzienten aber gebrochene 
Funktionen der übrigen Variablen (W, . . . ffl^^^) sind. Wäre nämlich 

^W in 9t ganz, so bestände eine Gleichung yon der Form 

wo der Nenner N wieder yon 91 unabhängig ist, und wo überdies yor- 
ausgesetzt werden kann, dab alle gemeinsamen Primfaktoren yon S 
und N bereits durch Heben beseitigt sind, daCs also auf der rechten 
Seite & und N keinen gemeinsamen Prim&ktor mehr besitzen. Ent- 
hielte dann N überhaupt noch irgend einen PrimÜEiktor P, so würde 
sich aus der Gleichung 

JV*(9i) = I(9l)©(9l) 

ergeben, dals dieser Primfaktor yon N in dem Produkte T-O, also 
auch in mindestens einem seiner Faktoren enthalten ist; und da 7(91) 
irreduktibel ist, und N und keinen gemeinsamen Primfaktor anlser 
Eins haben, so muis jeder Primfaktor yon N, also auch N seihst 
gleich Eins sein. 

Nach diesen yorbereitenden Betrachtungen beweisen wir den zweiten 
Teil unseres Satzes, den wir jetzt folgendermalisen aussprechen: 

2. Ist ein Produkt $ (91) -7(91) zweier ganzen Funktionen durch 
einen Primteiler T(9i) teilbar, und der erste Faktor des Pro- 
duktes entluült diesen Diyisor nicht, so ist die zweite Funktion 
?P(9l) notwendig durch r(9l) teilbar. 

Ist zunächst $(9l) durch T(9t) nicht teilbar, so kann der Quotient 
■—^ auch nicht ganz in 9t allein sein, und femer ist die Primfiuik- 

tion T(yt) auch als Funktion yon 91 allein betrachtet irreduktihel 
und nicht als Faktor in 9 enthalten. 

XTm nun zu beweisen, dals dann T(yi) notwendig in W(9t) ent- 
halten ist, betrachten wir zunächst $(9l) und T(9l) als Funktionen 
yon 9t allein, und ermitteln nach dem yon Craufs auf Funktionen an- 
gewendeten EfMidtBcheDi Verfahren ihren grölsten gemeinsamen Teiler. 
Zu diesem Zwecke diyidieren wir $(9l) durch T(9l) und erhalten so 
einen Quotienten S(W) und einen Rest — öi(9l), welcher in 91 von 
niedrigerem Grade ist als T(9l); wir erhalten so eine Gleichung 

®(9l) ~ -ff(9t) r(9l) + G^i(9l) = 0. 
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Dividieren wir nun T(8fl) durch G^ (81) und fahren in derselben Weise 
fort; so mnfs die Entwickelnng zuletzt einmal abbrechen, und wir er- 
halten schlieifllich eine Kette von Gleichungen. 
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Hierbei sind die Funktionen bei der Division nur als von 91 abhängig 
betrachtet; dieselben sind also ganze Funktionen von 9t, wahrend ihre 
Koeffizienten rationale gebrochene Funktionen von 81', 91", ,.. 91^"^ 
sind. Dann muis die letzte Funktion Gp notwendig von 91 unabMngig 
sein, denn aus jenen Gleichungen geht hervor, dals G^ ein Teiler von 
allen Funktionen G^^i, G^-^,... öj, T, 9 ist. Wäre also G^ nicht 
unabhängig von 91, so mülste diese Funktion als Teiler der Primfnnk- 
tion T(9l) notwendig gleich T(9t) sein, es wäre dann also gegen die 
Voraussetzung T in $ enthalten. Aus der Auf losung der vorletzten 
und der drittletzten Gleichung nach Gy und Gv—i ergibt sich aber 

Gv = S^— 1 (xr— 1 — Öy_2 

es ist also G^ eine lineare homogene Funktion von Cry_i und G^^i, 
und (xy— 1 eine solche von Gy^% und (ry-g; also ist auch Gy eine 
solche von G^^^, G^^s] ^ond durch analoges Weiterschlielsen ergibt 
sich, daXs Gy eine homogene lineare Funktion von je zwei aufeinander- 
folgenden Funktionen der Beihe Gy^i, ... G^^ T, 0, also auch von T 
und ist, deren Koeffizienten ganze Funktionen von 91 mit rationalen 
Funktionen von 9t', ... 9t ^"^ als Koeffizienten sind. Es besteht also 
eineöleichmig ^Q+TR^g!, 

oder durch Division mit der Funktion Gy 

0Q,+ TR,^1, 

in welcher Q^ und 22^ ganze Funktionen von 91 bedeuten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von 9t', . . . 9t^''^ sind. 

Mnltipliziert man nun diese Gleichui^^ mit W, so ist in der 
GleichHBg (*5r)ö,+ T3r2J.= !F 

die linke Seite, als Funktion von 9t allein betrachtet, durch T teilbar, 
weil nach unserer Voraussetzung dasselbe ffir das Produkt 0W gilt; 

11* 
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das gleiche gilt also anch Ton der rechten Seite, d. h. es ist der Quotient 

•— eine ganze Funktion von 9t; deren Koeffizienten aUerdings noch 

gebrochene Funktionen Yon 9t'; . . . 91^*^^ sein konnten. Nach der im 
Eingange dieses Abschnittes gemachten Bemerkung mufs dann aber 
jener Quotient auch in 91', 9t"; . . . ganz sein, d. h. es muis in der Tat^ 
wie es bewiesen werden sollte, die mit V bezeichnete ganze OröÜBe 
des Bereiches (9t, 9t^ . . . 9t^"^) durch die demselben Bereiche angehorige 
irreduktible ganze Gröfse T teilbar sein. 

§6. 

! 
Mit Hilfe des im vorigen Abschnitte bewiesenen Satzes kann nun- i 

mehr leicht gezeigt werden: 

dafs jede ganze Gröise «(gt,9t',...9l^"^ des Bereiches (91,91',...) 
auf eine und nur auf eine Weise in Primfaktoren desselben Be- 
reiches zerlegt werden kann. 

Ist nämlich die Gröise $ überhaupt zerlegbar, so kann sie durch 
die Anwendung der im § 3 auseinandergesetzten Methode in zwei 
Faktoren F*!^ zerfallt werden. Behandelt man dann jede dieser 
Funktionen ebenso wie yorher, und fahrt so fort, so muls Dum I 
zuletzt nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen zu lauter un- 
zerlegbaren Faktoren gelangen, weil bei jedem weiteren Schritte ent- 
weder der Grad der Funktion in Bezug auf mindestens eine der Un- 
bestimmten yerkleinert wird, oder, falls die Faktoren ganze Zahlen sein 
sollten, diese ihrer Grolse nach verringert werden. So ergibt sieh also 
jede Grolse $ als ein Produkt von Primfiinktionen des Bereiches. 

Angenommen nun, man wäre zu zwei verschiedenen derartigen 
Zerlegungen einer und derselben Funktion $ gelangt, so würde sich 
durch die Division dieser beiden einander gleichen Ausdrücke f&r 9 
eine Gleichung von der Form ergeben 

i„„ ^> ••••p> 

^1 • • • -^Ä, 

WO im Zähler und im Nenner lauter Primf unktionen auftreteiL Die Fak- 
toren P' im Nenner können hier von vornherein als von den im Zahler 
auftretenden verschieden angenommen werden, da ja etwaige zugleich 
im Zähler und Nenner auftretenden Primteiler durch einfaches Heben 
beseitigt werden können. Dann können aber Zähler und Nenner dieses 
Bruches überhaupt keine Primfaktoren mehr aulser der Eins enthalten, 
d. h. die beiden Zerlegungen von ^ müssen identisch sein. Wäre näm- 
lich etwa P^ nicht gleich 1, so ergäbe sich aus der Gleichung 
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dab Fl in dem Produkte rechts, also nacli § 4 in mindestens einem 
seiner Faktoren enthalten wäre, tind da diese unzerlegbar sind, so 
müJiste, gegen die soeben gemachte Yoraossetzmig, P^ mit einem der 
Faktoren P{, • • • ■P;!^ identisch sein. 

Nachdem nunmehr die eindeutige Zerlegung aller ganzen Gh'olsen 
des Bereiches (91, 91', ...9i^"^ in Frimfaktoren nachgewiesen ist, er- 
geben sich f&r die GhTÖlsen eines solchen Bereiches genau dieselben 
Sätze, wie sie in der elementaren Zahlentheorie &Lr die ganzen Zahlen 
und f&r die rationalen Brüche bewiesen und benützt werden. Wir 
wollen nur die für die Folge wichtigen kurz hervorheben. 

Zwei ganze Gfröisen 9 und W des Bereiches (91, 9t',...) heifsen 
teilerfremd oder relativ prim, wenn sie keinen gemeinsamen Prim- 
teiler besitzen. Jede rationale Gh*öise des Bereiches (91, 9t', . . .) kann 

als ein Bruch ^ dargestellt werden, in welchem Zahler und Nenner 

relativ prim sind; denn etwaige gemeinsame Teiler können ja auf 
rationalem Wege gefunden und durch Heben beseitigt werden. Ein 
solcher Quotient soU, wie in der Zahlentheorie, ein reduzierter Bruch 
genannt werden. 

Hat man zwei verschiedene Ausdrücke derselben Gh'olse in den 

Formen ^ und ^- und ist der Bruch ^ ein reduzierter, so ist *i 

durch und V^ durch V teilbar; denn aus der Gleichung 

^ — ^ 
^ "" ^1 

ergeben sich ja die drei Gleichungen 



^1 qr ' ^1 ^ 



' -^'^'W' 



von denen die erste lehrt, dafs 9 W^ und, da $ zu ? relativ prim ist, 
dals Wi durch W teilbar ist, während aus der zweiten das gleiche fdr 
0^ und $ folgt; endlich ergibt sich aus der dritten Gleichung, daJb 

sein mulB. 

Sind zwei reduzierte Brüche einander gleich, so können sich 
Zahler tind Nenner des ersten von Zahler und Neuner des zweiten 
nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Ist nämlich 

^ — fi 
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80 folgt ans dem soeben bewiesenen Saize, daCs die ganze GhrolBe i 
ein Teiler von 9^, aber anch, daCs 9^ ein Teiler von 9 ist. Aus den 
beiden so sich ei^ebenden Gleicbnngen 

folgt aber 

nnd hieraus ergibt sich, da D nnd D^ ganze Grolsen des BereickeB 
(91, W, . . .) sein sollen, 

es ist also in der Tat *i = ± #, nnd W^-^±W, 



Sechzehnte Yorlesnng. 

Herleitimg der Eigenscliaften der Determinanten n^' Ordnung ans dem Charakter 
der Lösnng von n linearen Gleichnngen mit n Unbekannten. — Eindeutigkeit der 
Lösung. — üntersaclixmg der Nenner in jener LOgong. — Die Beziehung der ZBJiler 
in der LOsnng za ihrem gemeinsamen Nenner 0(u j). — Die Fnndamentaleigen- 
Schäften der Funktion 0{u^. — Beweis des Multiplikationstheoremes führ die Funk- 
tion 0{u^, — Anderer Beweis desselben Theoremes. 

§1. 

Wir wollen jetzt die Eigenschaften der Losungen Ton n linearen 
Gleichungen fOr n Unbekannte x^, ...Xn mit nnhestimmten Koeffizienten 
genau in derselben Weise nntersnchen, wie dies früher für zwei nnd 
für drei Gleichungen mit ebensoyielen Unbekannten geschehen ist; und 
ebenso wie die Untersuchung dieser Gleichungen uns die vollständige 
Theorie der Determinanten zweiter und dritter Ordnung lieferte, wird 
uns die jetzt durchzufCLhrende Betrachtung alle Eigenschaften der so- 
genannten Determinanten n^ Ordnung eigeben. 

Anstatt die Gleichungskoeffizienten, wie dies in den früheren ein- 
fachsten Fallen noch geschehen konnte, durch die ersten Buchstaben 
des Alphabetes (a, &, c, . . .) zu bezeichnen, und die zu den yerschiedenen 
Gleichungen gehörigen Koeffizienten durch einen beigefügten Index 
zu charakterisieren, wollen wir jetzt alle Gleichungskoefflzienten, um 
ihre Unbestimmtheit gleich hervorzuheben, durch einen Buchstaben u 
bezeichnen und die Koeffizienten der verschiedenen Gleichungen durch 
einen ersten Index, die verschiedenen Koeffizienten einer und derselben 
Gleichung durch einen zweiten Index charakterisieren. 

Wir wollen also annehmen, es seien uns n lineare Gleichungen 
für die n Unbekannten Xi,...x^ in der Form gegeben 

(1) : 

oder in kürzerer Form geschrieben 
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ft 

(IS) /»=2«»»a!,-0 (» = !.«,....). 

WO hier^ wie stets im folgenden, ^o ^ ^ gesetzt wird. Hier sollen 
die Koeffizienten u^^ unbestimmte Variable bedeuten. Es soll imter- 
sncbt werden, ob und wie diese Gleichungen f£Lr die n ünbekannteii 
Xi, ...x^ befriedigt werden können, d. h. ob es Funktionen der n(n + 1) 
Gröfsen (u^^, ti^^, . . . u^ J gibt, weichte fOr a^^, . . . o;^ in die Gleichungen (1) 
eingesetzt diese identisch befriedigen. 

Schreibt man die n(n + 1) Gleichungskoefßzienten folgendermalseii 



■ / 



(Ib) 

80 erhalt man ein rechtwinkliges System oder eine Matrix von n(n+l) 
Elementen Ugh, welche in n Horizontabreihen oder Zeilen und (n + 1) 
Yertikalreihen oder Eoloimen angeordnet sind. Allgemein besteht die 
i*^ Zeile aus den sämtlichen (n + 1) Eoef&zienten Uto, Un, . . . u<m von /), 
wahrend jede J^ Kolonne die Koeffizienten einer und derselben un- 
bekannten Xj^ in den n Gleichungen enthalt. Der Kürze wegen wollen 
wir die Elemente der ersten, zweiten . . . n^^ Zeile zusammengenommen 
beziehlich durch 

die Elemente einer jeden der (n + 1) Kolonnen zusammen durch 

M»* ^> '^f ••• 'n 

bezeichnen, so dab also speziell F^ die sämtlichen konstanten GUeder 
t^ioi ••• ^0 enthäli 

Es ist leicht, aus diesen n Gleichungen mit n unbekannten ganz 
ebenso wie im § 1 der dritten Yorlesung durch Elimination Yon 
Xn (n — 1) lineare Gleichungen für die (n —1) unbekannten Xi,x^,... ai^.i 
herzuleiten. In der Tat erkennt man unmittelbar, dab die n — 1 
Gleichungen 

f%^^ ^fiUnn —fnihn =t?so + %a^ +«^«^ + ' " + V%,n-'lXu^l "^^ 
/n— 1= /n— 1<*««— A**«— l,n"*t?n— 1,0+ t?«— 1,12^+ 1?«— 1,2 Ä^H h Vn— l,n— l^-l** ^ 

zugleich mit den ursprünglichen erfüllt sind. Die Koeffizienten Va 
sind leicht zu bildende Determinanten zweiter Ordnung aus den KoefiS- 
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zienten Ua] man findet, wie beiläufig erwälint werden mag, offenbar 
die Koeffizienten Vm, Va, ...Vi^n—if wenn man von der mit Unn mul- 
tiplizierten Horizontalreihe Mi der Matrix (Ib) die mit Uin multiplizierte 
letzte Reihe Hn subtrahiert; man erkennt dann auch sofort, dafs die 
BO sich ergebenden Koeffizienten von a:„ in der Tat sämtlich Null sind. — 
Bildet man nun aus diesem Gleichungssysteme auf genau dieselbe Weise 
das neue abgeleitete System von (n — 2) Gleichungen 

/i =/i t;«— 1,»— 1 — A«— it;i,«— 1 =u 
/W ^Ai) ., /•(!) „ _o 



80 erkennt man genau ebenso, daCs hier die Unbekannte Xn-~i fort- 
gefallen ist, und durch Fortsetzung desselben Verfahrens erhalt man 
zuletzt eine einzige lineare Gleichung 

in welcher to^^ und to^^ zwei ganze ganzzahlige Funktionen der ur- 
sprünglichen Gleichungskoeffizienten (ua) sind. Durch Auflösung 
dieser Gleichung ergibt sich endlich 

Da man dann ahnliche Werte für oi^,...Xn erhalt, so würde aus 
dieser Auflösungsmethode geschlossen werden können, dals sich die 
n unbekannten als rationale Funktionen der n(n + l) Gleichungs- 
koeffizienten (ua) mit ganzzahl^gen Koeffizienten ergeben, oder was 
dasselbe ist, da& die n Unbekannten Grölsen des durch die n{n + l) 
Koeffizienten (i4a) konstituierten Bationali1»tsbereiches sind. 

Jedoch wurde bereits a. a. 0. hervorgehoben, dals sich bei dem 
Yerfahren successiver Elimination nicht ohne weiteres übersehen laust, 
ob ebenso wie die Eliminationsgleichungen eine notwendige Folge der 
ursprünglichen sind, diese auch umgekehrt aus jenen folgen, und ob 
nicht der Fall eintreten kann, da(s eine oder mehrere der Eliminations- 
gjLeichungen identisch yerschwinden. Anstatt nun den Nachweis zu 
führen, dab für unbestimmte Koeffizienten (ua) keiner dieser Fälle 
eintreten kann, was keine grofsen Schwierigkeiten bieten würde, woUen 
wir auch hier das oben gefundene Ergebnis nur als Annahme unserer 
Betraehtung zu Gh-unde legen und dann untersuchen, welche weiteren 
Eigenschaften jene Lösungen haben müssen. Wir werden dadurch zu 
einer höchst einfachen Herleitung aller Eigenschaften der Determinanten 
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n^' Ordnung hingef&hrt, und wir erkennen dann eben ans diesen 
Grondeigenschaften der Determinanten, dab die hier gemachten fut 
selbstverständlichen Annahmen anch wirklich berechtigt sind. 

Wir wollen also bei nnserer allgemeinen Untersnchnng von der 
folgenden fdndamentalen Yoranssetznng ausgehen: 

Jedes System von n linearen Gleichungen mit ebensoyielen 
Unbekannten besitzt f&r unbestimmte Werte der Koeffizienten 
mindestens eine Losung, und zwar sind die Unbekannten 
rationale ganzzahlige Funktionen der Gleichungskoeffizienten 
oder sie gehören dem Bationalitatsbereiche der Koeffizienten an. 
Oder, was ganz dasselbe ist: 

Es gibt n rationale Funktionen der n(n + l) Unbestimmten 
Ua, welche Üa x^y a^, ,..Xn in, die Gleichungen (1) eingesetzt, 
diese identisch befriedigen. 

Es werde aber ausdrücklich hervorgehoben, dals diese Voraus- 
setzung nicht etwa nur f&r einen speziellen, sondern ffir jeden Wert 
von n gemacht wird. 

§2. 

Zunächst wollen wir genau wie im § 2 der achten Vorlesung den 
Beweis f&hren, dals unter der gemachten Voraussetzung jedes Glei- 
chungssystem 

mit unbestimmten Koeffizienten nur eine einzige Lösung besitzt, dab 
also die n Unbekannten Xiy...x^ durch jene Gleichungen eindeutig be- 
stimmt sind. Um dies zunächst fBr ^ zu beweisen, fQgen wir zu 
dem Systeme (1) die aus ihm abgeleitete Gleichung hinzu 

(2) i^=yi/i + y,r, + ---+y— lA-i+A-o, 

welche offenbar durch jede Losung von (1) befriedigt wird und daher 
dem Systeme (1) zugef&gt werden kann, ohne seine Lösungen zu ändern. 
Wir bestimmen jetzt d^e noch willkürlichen Grolsen ffi,... yn-i 80> 
dals die Koeffizienten von x^, x^,...Xn samtlich verschwinden, d.h. so, 
dafs die (n — 1) Bedingungsgleichungen 
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erfOlIt sind. Da die n(n — 1) Eoeffizienten dieser n — 1 Gleiclmngeii 
ebenfalls nnbestimmte GrSIsen sind, so besitzen dieselben nach unserer 
allgemeinen Yoranssetznng mindestens eine Losung, nnd zwar hangen 
Vif tfif-Vn—i allein, und zwar rational Yon den Koeffizienten des- 
jenigen Systemes (Ui^, Utz, ,.. Ui^n) fth, welches aus dem ursprüng- 
lichen Systeme (Uio, Un, Ua, ..,Uin) durch Wegllassung der beiden 
ersten Yertikalreihen Vq und V^ entsteht 

Es sei nun y^, ^s; • • - Vn—i ^iii^ bestimmte rationale Losung dieser 
(n — 1) Gleichungen (3), so geht die abgeleitete Gleichung (2) über in 

•F= («*10yi + • • • + Wn-l, oy»-l + Uno) 

+ ^i(Miiyi-\ htt„-i,iyn-i+w«i)=-0. 

Hier kann der Koeffizient yon x^ für unbestimmte (u^^, ^^---Uni) 
nicht identisch yerschwinden, da sich iini sicher nicht forthebt; also 
erhalt man für oo^ den einen eindeutig bestimmten Wert 

^ ^ ^ «iiyi+«*iyt+ •H-w«_i,iyn-i+«*«i 

und damit ist unsere Behauptung YoUstandig bewiesen. Ganz ebenso 
laust sich zeigen, dafs unter der gemachten Voraussetzung auch 
x^f x^y.Xn eindeutig bestimmte rationale Funktionen der Ele- 
mente (Uijt) sind. 

Bei diesem Beweise brauchte nicht vorausgesetzt zu werden, dafs 
auch die konstanten Glieder (t^o, ti^,...Uno) der Yertikalreihe V^ Un- 
bestimmte sind; alle hier benützten Schlüsse bleiben richtig, wenn 
man ihnen beliebige spezielle Zahlenwerte beilegt. Wir können daher 
auch den für die Folge wichtigen Satz ausspredien: 

Durch n lineare Gleichungen, in denen die Koeffizienten 
der n Unbekannten (un, Ua, ... t«,«) Unbestimmte sind, werden 
die Unbekannten eindeutig bestimmt, auch wenn die konstanten 
Glieder (ifio; ^o^ ---^»o) ganz beliebige Zahlenwerte besitzen. 

Sind speziell t^^^ti^^^'-'^Uno'^^O, betrachtet man also die 
n linearen homogenen Gleichungen 

UiiXi+ WisiCjH hUinXn^^O ««1,2,. ..n), 

so besitzen diese nach dem soeben bewiesenen Satze für unbestimmte 
{Uit, fiis, ...W/«) die Losung (iBi = a^ = --- = a;„=0) und keine andere. 

§3. 

Aus unserer allgemeinen Voraussetzung in Verbindung mit dem 
Besnltate des vorigen Abschnittes ergibt sich, dab durch die Glei- 



268 Sechzehnte YorleBimg. 

chnngen (f^^=0) die n Unbekannteii x^j...Xn eindeutig als rationale 
ganzzahlige Funktionen der Oleichungskoeffizienten bestimmt sind, 
d. h. dals 

ist^ wo die noch unbekannten Groisen Xi und 0i ganze ganzzahlige 
Funktionen der n(n + 1) Elemente der Matrix 

KO a:a.ii::::) 

sind. Wir wollen und können jene Brüche für rp^, . . . x^ von vorn- 
herein in ihrer reduzierten Form annehmen, d. h. etwa vorhandene ge- 
meinsame Teiler von Zahler und Nenner bereits durch Heben beseitigt 
denken; durch diese Aimahme sind dann die Zahler und Kenner bis 
auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt; wir wollen über dieses zunächst 
noch keine Voraussetzung machen. 

Wir beweisen dann den weiteren wichtigen Satz: 

Die Nenner öiCw^*)^ ••• ®«(^^a) ^^^ Xi,...Xn sind ein- 
ander gleich. 

Wir brauchen nur zu zeigen, dafs von zwei beliebigen Nennern 0^ 
und 0r jeder durch den anderen teilbar ist; denn daraus folgt j% 
dals sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden können. Wir 
können und wollen dann den Nennern ein solches Vorzeichen beilegen, 
daCs sie auch dem Vorzeichen nach gleich werden. Es genügt auch 
hier, nachzuweisen, dafs der zweite Nenner 0^ durch den ersten 0^ 
teilbar ist; wörtlich ebenso kann dann der Beweis fär irgendwelche 
Nenner 0q und 0r geführt werden. 

Um dies zu zeigen, führen wir in die Oleichungen 

(2) ' fg^UgO+UgiXi + UgnX^-] h^gnXn^O df^U^-n) 

an Stelle von x^, x^, ...Xn neue Unbekannte x[,x*^,...xi durch die 
elementaren Transformationsformeln ein 

(3) ai = Äj{, x^^x'^ + tx[, Xj^=^xl (*>«), 

wo t eine variable Gröise ist; ihre Auflösung ist dann einfach die 

folgende 

(3a) ^I = ^^ a;^ = rci — tx^, x[ =» rr^ (*>«)• 

Dadurch gehen die Gleichungen fg=^0 fEbr Xif,..x^ in die folgenden 
Gleichungen fttr x[,...xl^ über 

(4) fj « UgO+ {Ugi + tUg2)x[+ Ug2X'^+'"+ UgnX'n = 0, 

oder kürzer geschrieben in 
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(4a) fi^ulo+ulix[ + ul^x'^ + '" + uinX;.^0, 

deren Eoeffizientensystem 

(w/ä) oder (w') 

sich Yon dem Torher betrachteten 

(Ugn) oder (u) 

nnr dadurch unterscheidet, daGs in diesem zu den Elementen der 
Vertikalreihe V^ die mit t multiplizierten entsprechenden Elemente der 
Kolonne V^ addiert sind. Bezeichnet man also die Kolonnen der 
Matrix (u') mit ¥[, so ist 

Da nun die Koe£Gizienten (u^^) des Gleichungssystemes fi^O für 
unbestimmte Werte der (Ugk) ebenfalls unbestimmte Variable sind, so 
besitzt auch dieses eine einzige Lösung, und zwar ist nach (1) 






e,{u) 



während 

war. 

Da nun nach (3a) 

ist, so ergibt sich durch Einsetzen der Werte von x^^ x^^ x[ die 
folgende Gleichung 

welche f£tr ein variables t identisch bestehen mufs. 

In dieser Identität bringen wir die rechte Seite auf gleichen 
Nenner: Es sei T{u) der gröiste gemeinsame Teiler der beiden ISTenner 
S^{u) und &i{u)j so dals also 

ö,(«) = T{u) W,(uy, e,(«) - T(u) 5r,(t4) 

ist, und die beiden ganzen Funktionen 7^ und W^ keine gemeinsamen 
Teiler mehr besitzen. Dann kann die letzte Gleichung folgendermalsen 
geschrieben werden 

wo die Funktionen, welche auf der rechten Seite im Zähler und Kenner 
stehen, die Variable t gar nicht enthalten. 

Man kann nun genau wie auf S. 121 zeigen, dafs der Bruch auf 
der rechten Seite der Gleichung (5) in seiner reduzierten Form er- 
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scheint; d. h. dals sein Zähler und sein Nenner keinen einzigen ge- 
meinsamen Primteiler enthalten. Da luunlich im Nenner die Variable t 
gar nicht vorkommt, so mülste jener Teiler in jedem der beiden Terme 
des Zählers enthalten sein, d. h. es mülsten die drei Produkte 

(6) (Ty.y,, Z,5r, Z,!F,) 

einen gemeinsamen Primteiler P enthalten. Nun hat aber keins der 
drei Paare von Fmiktionen 

(X,, TV,), (Z,, TW,), (W„ W,) 
einen gemeinsamen Teiler; die beiden ersten nicht, weil -^^ und -^^ 

in der reduzierten Form angenommen waren, das letzte nicht, weil W^ 
und W^ die yon dem gemeinsamen Divisor befreiten Teile von 0^ 
und 0^ sind. 

Angenommen nun, es existierte ein Primteiler P, welcher in den 
drei Produkten (6) enthalten ist, so mülste er entweder in einer der 
beiden Funktionen W^, 7, oder in T enthalten sein. Wäre aber die 
Groijse P z. B. in W^ enthalten, so müJbte sie nach (6) auch ein Teiler 
von X^ W^ sein, und dies widerstreitet die Annahme, dals Vj^ sowohl 
zu X^ als auch zu W^ relativ prim ist. Ebensowenig kann P ein 
Teiler von V, sein. Endlich kann jener gemeinsame Teiler auch nicht 
in T enthalten sein; denn da 7 zu 2^ und zu X^ relativ prim ist, so 
mülste jener Teiler zugleich in W^ und V^ aufgehen, was wieder mit 
der oben gemachten Annahme im Widerspruche steht. 

Damit ist also bewiesen, dab der Bruch auf der rechten Seite 
von (5) in der Tat in der reduzierten Form gegeben ist. Da nun der 

Bruch Q(fl diesem identisch gleich ist, so folgte dab sein Nenner 0i(u') 

durot den Nenner T(u)Vi(u)W2{u), also a fortiori durch 

T(u)!Pi(u) = 0,(u) 

allein teilbar ist, und zwar fOr variable Werte von t Es besteht also 
eine Gleichung 

wo G eine ganze ganzzahlige Funktion der unbestimmten Ug^ und t 
ist Setzt man in dieser Gleichung speziell t==0, wodurch das System 
(ulh) in (ugh) übergeht, so ergibt sich die Gleichung 

Ö8K*)=Öi(w,A)-G(ti,*,0); 

und da man ebenso beweisen kann, dals auch 0^ durch 0^ teilbar ist^ 
so folgt, dab 0{Ugk) « ± 1 ist, d. h. daTs 0^ und 0^ sich höchstens 
durch das Vorzeichen unterscheiden können. Wortlich ebenso beweist 
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man^ dafs sich alle Nenner voneinander liochBtens dnrch das Vorzeichen 
miterscheiden können. 

Wir wollen nnn die bis jetzt noch willkürlichen Vorzeichen von 
^if ^5^ ... 6n so bestimmen, dals 

»iK*) = »»K*) »«K») 

ist, nnd wir wollen den so gefundenen gemeinsamen Nenner durch 
bezeichnen. Dann ergeben sich jetzt fOr Xi,...Xn die folgenden Aus- 

WO die (n + 1) Funktionen X^, . . . Xn, B ganze ganzzahlige Funktionen 
der OroJben u^a sind, und wo jede Funktion 2< relativ prim zu dem 
gemeinsamen Nenner @ ist. 

§4. 

Nach den Ergebnissen des Torigen Abschnittes wissen wir, dab, 
falls das Gleichungssystem 

(1) /;=W,, + IW,,rr,= (* = 1.2,...n) 

überhaupt rationale Losungen besitzt, die Unbekannten Xi,...x^ durch 
diese Gleichungen eindeutig als ganzzahlige rationale Funktionen der 
Koeffizienten (t«^^) bestimmt sind, welche in ihrer reduzierten Form 
alle denselben Nenner 0(Ugh) besitzen. Wir woUen nun zunächst die 
Abhängigkeit der Losungen yon den konstanten Gliedern (%q, u^y . . . Mao) 
untersuchen, welche sich also in der Kolonne V^ der Matrix (t«^^) be- 
finden. Wir werden hier den Satz beweisen: 

Die Lösungen x^y^x^ des Gleichungssystemes (1) sind 
homogene lineare Funktionen der n Elemente u^q, ti^o; ... Uno« 

Die Richtigkeit dieses Satzes kann leicht aus der auf S. 267 (4) 
gegebenen Darstellung jener Lösung geschlossen werden. Ebenso leicht 
und ohne jede Bechnung erhalten wir aber den Beweis dieser Tatsache 
durch die folgende einfache Überlegung: Wir betrachten x^j-^-x^ als 
Funktionen der Elemente t«^^ von Fq allein; es sei also 

(2) x^ = *i(wio; . . . w„o), . . . a;„ = ««(«lo, • • • Wno), 

wo diese n Ghrölsen ^< rationale Funktionen yon t^o» **-^»o süid. 

Wir betrachten nun die Lösxmgen der drei folgenden Systeme von 
je n Gleichungen 
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n 

(3) <o+2""*i'"^ ^*-'''-"' 



A»l 



deren Eoeffizientensysteme sich nur dadurch voneinander nnterscheiden, 
dals die konstanten Glieder bezieUich u^^, ul^y (^ho'^Ko) ^^ Nimmt 
man nun die 2n Elemente (u^q, . . . Uno) und (u{^, . . . u^o) als w- 
bestimmte Variable an, so sind nach dem soeben bewiesenen Satze die 
Unbekannten (r»^), (xj), (rr^') durch diese drei Oleichungssysteme ein- 
deutig bestimmt^ und zwar ergeben sich ihre Werte aus (2), wenn man 
die Grölsen u^^ beziehlich ersetzt durch u^^, w^^, u^^^ + uj^^. Man er- 
halt also fdr sie die Ausdrücke 
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Addiert man nun je zwei entsprechende Gleichungen der beiden ersten 
Systeme zueinander und vergleicht die so entstehenden Gleichungen 

Ko + <o) +^ «*.(«'* + »i) - (»-I.V...) 

mit dem letzten Systeme in (3), so ergibt sich, daJs (:Zi+a;{), . . . (a;w+^) 
die Lösung des dritten Systemes ist; und da dieses nur eine einzige 
Losung hat, so folgt 

Hieraus folgt also, daTs die n Funktionen d>^(. . • ti^^ • . .) der Funktional- 
gleichung genügen 

(5) «^(mio + w{o, ... «1.0 + uio) = *a(wio> • • • «*no) + «a«^ . . . «io). 

Nun kann man sehr leicht zeigen, dals eine rationale Funktion 
von n Variablen 

flllr welche die Funktionalgleichung besteht 

(6) *(ui+ ui, ... w«+ ui) = a^(%, ... w„) + «K, ... ui) 
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eine homogene lineare Funktion derselben mit konstanten Koeffizienten 
sein mnJjs. 

Setzt man namlich (t^^ t^, ...Un) ^uid (tt{, u,, . . . t<^) beziehlich 
gleich (u^, 0^ ... 0) und (0^ u^; . . . u,^, so folgt ans jener Gleichung 

*(«i, •-. w«) = *(wi, 0, ... 0) + *(0, U^,...Un), 

wo also der erste Summand eine rationale Funktion von tj^ allein ist> 
wahrend der zweite u^ gar nicht mehr enthalt; und indem man den 
zweiten Summanden rechts genau ebenso behandelt und die ent- 
sprechende Zerlegung so lange fortsetzt, als noch Yariable vorhanden 
sind, erhalt man zuletzt fOr die Funktion 9 die Darstellung 

wo die n Funktionen rechts rationale Funktionen von je einer Variablen 
sind Ersetzt man in dieser Gleichung wieder allgemein Ui durch 
Ui+ Ui und beachtet die Gleichung (6), so ergibt sich weiter, dals ftir 
jede dieser n Funktionen die entsprechende Gleichung besteht 

9i(Ui + ul) =» 9i(Ui) + 9i(uD «= 1. j, . . . «). 

Eine rationale Funktion von nur einer Variablen <&(u), welche der 

Gleichung 

(7a) ®(w + tt') =- «(w) + *(wO 

genügt, mufs aber Ton der Form Cu sein, wo C eine Eonstante be- 
deutet. Setzt man immlich u'^ h, so folgt aus dieser Gleichung fBr & » 

da ja —^ Ton u überhaupt nicht mehr abhangt, und hieraus ergibt 

sich zunächst 9{u) ^Cu + C^, und da wegen (7a) Ci» sein muis^ 

so folgt in der Tat -, . ^ 

^ 0(u) = Cu. 

Mit Hilfe dieses Satzes geht der Ausdruck (7) für die zu unter- 
ziehende Funktion über in 

»(fl^, . . . Un) =» (7i««i + • • • + C„t«», 

wo Ci, ...C„ Yon i«^, *,.tt» unabhängig sind Es ist also auch jede 
der n Funktionen 9^{u^q, . . . t^^o)^ welche den Wert der unbekannten Xj^ 
darstellen, eine homogene lineare Funktion der konstanten Glieder 
u^Q, ... Uno nxit Koeffizienten, welche von den Elementen der Beihe V^ 
unabhängig sind, welche also rationale Funktionen der n' Elemente 

mit ganzzahligen Koeffizienten sind. 

Kxoneoker, Detenninanteii. IS 
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Hiemacli können jetzt also die n Werte der Unbekannten Zif,.,Xn 
foIgendermaGsen dargestellt werden 

wo jetzt Zähler und Nenner der Brüche keinen gemeinsamen Tefler 
besitzen. Dann ist nach unserem Satze jeder Zahler eine homogene 
lineare Funktion der Elemente Ui^,...Uno, während der gemeinsame 
Nenner dieselben gar nicht enüutlt 

§5. 

Wir wollen jetzt endlich untersuchen, in welcher Beziehimg die 
Zähler X^y 2^, ... Z« der Lösung unseres Gleichungssystemes zu dem 
gemeinsamen Nenner stehen. Wir werden leicht zeigen, dab jene 
genau dieselben Funktionen wie die Funktion im Nenner sind, dals sie 
aber von anderen Variablen abhängen. 

Setzen wir fdr den Augenblick der OleichfSrmigkeit wegen den 
gemeinsamen Nenner 

»(v)-:So(v), 

80 befriedigen die n rationalen Funktionen 

identisch die n Gleichungen 

Setzt man also jene Werte in diese Gleichungen ein und multipliziert 
sie mit dem gemeinsamen Nenner X^, so ergeben sich die Identitäten 

(2) u,,Xo+u,,Z, + ... + tt,^X^=0 (*«!,«....«)» 

wo das von Riemcmn eingeführte Zeichen = bedeutet, dals die Glei- 
chungen für variable Werte der Koeffizienten 

identisch erfüllt sind, wenn man unter Z^, . . . X, eben die betreffenden 
ganzen ganzzahligen Funktionen der Koeffizienten (u^^) versteht 

Da diese Gleichungen reine Identitäten sind, so bleiben sie be- 
stehen, wenn man in der Matrix (u^a) die Elemente einer Kolonne mit 
denen einer anderen vertauscht; nur muis man natürlich dieselbe Yer- 
tauschung auch in den n + 1 ganzen Funktionen X^ vornehmen. Wir 
wollen nun die Elemente der Kolonne V^ mit den entsprechenden 



I 
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Elementen einer anderen Yeridkalreihe F^ yertansohen, d. h. jetzt das 
Eoeffizientensystem 

(Fj, Fi,...Fj-i, Fo, Fj+i, ...)=»(%, t*^i,...t*^o^..O (A-i,s....«) 

betrachten. Bezeichnet man die Werte^ welche die ganzen Funktionen 
X^, X^, . . . Xn bei dieser Yertanschnng erhalten^ beziehlich durch 
Xq, X[, • . . X!t, 80 bestehen für sie die Identitäten 

oder bei Yertanschnng des ersten mit dem (q + 1)*^ Summanden in 
jeder dieser Summen 

(3) «,,2i + «,,Xi+... + «,,Zi+... + «,„Zi = 0. 

Bei dieser Schreibweise erkennt man nun, dals die Gleichungssysteme (2) 
und (3) in ihren Koeffizienten YÖllig übereinstimmen. Dividiert man 
also die Gleichungen (3) sämtlich durch X^, so sieht man, daCs sich 
hier die Lösung der Gleichungen (1) in der Form darstellt 

\ ^J \ 

Yei^leicht man die beiden Werte Ton x^^ welche identisch sein müssen, 
miteinander, so folgt 

und da beide Brfiche in der reduzierten Form gegeben sind, so müssen 
ihre Zahler und ihre Neimer einander bis atif das Vorzeichen gleich 
sein; es ist also 

d. h. der Zahler von Xq geht, abgesehen vom Yorzeichen, aus dem ge- 
meinsamen Nenner dadurch henror, dals man in ihm die Elemente 
der £olonne Vq durch die entsprechenden Elemente von V^ ersetzt; 
tmd da dasselbe für jeden der n Zähler von Xj^,...Xn gilt, so ergibt 
sich der Satz: 

Der Zähler des Bruches für Xj^ geht aus dem gemein- 
samen Nenner 9, abgesehen Tom Yorzeichen, dadurch hervor, 
dab man in 9 die Elemente u^^, ---\j^ der Kolonne F^ be- 
ziehlich durch die Elemente ti^^, ,,.ttno der Kolonne Vq ersetzt. 

Da nun der Nenner die Elemente u^^ gar nicht enthält, also 
ixi der Form geschrieben werden kann 

18* 
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80 ei^eben sich aUgemein fDr die Zahler X^, X^, • • • 2« die Ausdrücke 

Xi= ± ©(Fq, F,, ... Vn), Xt** i ®(Fi, ^7 ••• ^n)f ••• 

X«-±©(F„ F„...Fo). 

Wir wollen jetzt diejenige ganze Funktion, welclie aus dem Nenner 
ö(Fi, Fg, ... F„) herroi^eht, wenn man allgemein Fj durch T^ oder, 
was dasselbe ist, wenn man u. durch u^^ ersetzt, durch 0^ bezeichnen; 
dann wird also X^, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 0^, und man er- 
halt hiernach f&r die n Unbekannten die folgenden Ausdrücke 

WO die «1, f|, . . . £n nur einen der Werte ± 1 haben können. 

Die letzte Frage, welchen der beiden Werte ± 1 die Zahlen s,- 
besitzen, kann nun sehr einfach durch die folgende Betrachtung ent- 
schieden werden (vergL S. 124). um das Vorzeichen b^ Ton x^ zn 
bestimmen, betrachten wir die Gleichungen, welche aus (1) daduieh 
heryorgehen, dals wir die konstanten Glieder u^^, d. h. die Elemente 
Ton Fo durch die entsprechenden Elemente u^^ von V^ ersetzen, ako 
die n Gleichungen 
(6) ^i + ^i^ + ^8^ + --+^«^«=0 (*-ii,...«). 

Auch diese Gleichungen besitzen nach den am Schlüsse von § 2 gemachten 
Bemerkungen fOr unbestimmte (ti^^, m^,, . . . te^^) eine einzige Losung, mid 
diese geht demnach dadurch aus der allgemeinen herror, daTs man dort 
die Vertikalreihe Y^ durch V^ ersetzt. Es muls ako sein 

(R\ e(y.,F„-.FJ . «(F.,F„F„...FJ 

^^ ^~'*«(F„F.,..,F^~«»' '^=^©(F„F..F„...FJ'"" 

Anderseits erkennt man sofort durch ein&che Substitution, daUs jene 
Gleichungen (5) durch das Wertsystem 

(6a) a:i=« — 1, «^ = 0, •.. Xn^O 

befriedigt werden, und da diese zweite Lösung (6 a) notwendig mit der 
ersten in (6) übereinstimmt, so ergibt sich s^» ^ 1; ganz ebenso wird 
bewiesen, dals in (4) fOr s^ jedesmal —1 zu setzen ist Es ei^bt 
sich ako ^ 

Durch Vergleichung der beiden hier gefandenen Werte fOr x^ 
ergibt sich femer die Identität: ©(F^, F^, Fj,... F^^O. Die Funk- 
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tion yerschwindet ako identisch^ wenn die Elemente der Yertikal- 
reilie V^ durch die entsprechenden Elemente yon T^ ersetzt werden. 
und da offenbar genan dasselbe fdr zwei ganz beliebige Yertikalreihen 
bewiesen werden kann, so ergibt sich der folgende Satz: 

Die Punktion ©(F^, V^,...Vn) verschwindet identisch, 
wenn die Elemente irgend einer Kolonne Vq durch die ent- 
sprechenden irgend einer anderen Kolonne Vr ersetzt werden. 

Aus dem auf S. 275 bewiesenen Satze flielst noch ein wichtiges 
KoroUar: Es war im Torigen Abschnitte nachgewiesen worden, dafs 
jeder der Zahler 0^,...&n homogen und linear in den Elementen der 
Kolonne T^ ist, während der Nenner & diese gar nicht eniMlt. Da 
aber z. B. (9^ dadurch in übergeht, dafs dort die Elemente von Fq 
ersetzt werden durch die Elemente von F^, so folgt, dals der Nenner 
eine homogene lineare Funktion der Elemente von V^ ist; und da das- 
selbe fdr die Elemente von T^, • . . F» gilt, wie aus den Ausdrücken 
für x^y ...Xn folgt, so ergibt sich der wichtige Satz: 

Die Funktion 9, welche den gemeinsamen Nenner von 
Xi, ...Xn bildet, ist eine ganze ganzzahlige Funktion der 
n' Elemente des Systemes 

/. 

Uii> **ii> • • • **i« 



Ka) ' 



(Fi; V^f . . . Vnjf 



, Wnl, Uni, • . • Wnn , 

und zwar ist sie eine homogene lineare Funktion der Elemente 
einer jeden Kolonne; sie kann also in der Form geschrieben 
werden 

wo die Koefüzienten E/|^) die n Elemente von Fa nicht mehr 
enthalten. 

Eine weitere Folgerung ist die, dals keinen Zahlenfaktor be- 
sitzen kann, da denselben sonst jeder Zahler in (4) haben müfste; dann 
-waren aber Zähler und Nenner nicht relativ prim zueinander. 

Die Funktion der n^ Elemente (Ugk) ist im wesentlichen die 
Funktion, welche wir im folgenden die Determinante dieses Systemes 
nennen werden. Schon aus dem soeben abgeleiteten Satze ergibt sich, 
Tvie naturgemals es ist, die n' Elemente Ugk in der soeben angegebenen 
>Veise in ein nach n Zeilen und n Kolonnen angeordnetes System zu 
sclureiben. 
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Wir wollen jetzt ztmachst die Eigexiflcliaften der so gefondenea 
Funktion 9(u^a) anfsnohen und auf Gnmd derselben diese Fonktion 
wirklidb darstellen. 

§6. 

Im vorigen Abschnitte ist gezeigt worden^ dals die Funktion 6 in 
der Weise von den n' Elementen des Systemes 

(1) (u,k) a^.Ä=i.«...-) 

abhängt^ dals sie als homogene lineare Funktion der n Elemente einer 
Yertikalreihe dargestellt werden kann. Dieselbe Eigenschaft besitzt diese 
Fonktion auch in Bezog aof die n Elemente einer jeden Horizontal- 
reihe. Wir beweisen diesen Satz gleich in einem viel weiteren Um- 
fange^ indem wir den Nachweis fOhren, dals sich die Fonktion B in 
Bezog auf die Zeilen ond Kolonnen ihres Elementensystemes vollständig 
gleich verhalt. 

Zo diesem Zwecke betrachten wir neben dem Elementensysteme (1) 
das sogenannte transponierte oder konjogierte, welches aos jenem 
entsteht, wenn man in ihm die Zeilen mit den Kolonnen vertausch^ 
d.h. das System 



(2) 



^lU ^19 • • • **»ll 



Wir wollen dasselbe hier wie im folgenden bezeichnen dorch 



(2a) 



(^9h)f 



SO dals also für jedes Element Ugk des transponierten Systemes die 
Gleichong besteht _ 

Man erkennt ohne weiteres, dals das transponierte System des 
transponierten Ugk wieder das orsprüngliche ist, d. h. dals 



ist. 



(igh) 



•Ugk 



Wir vergleichen non die Werte derjenigen beiden Funktionen 
0(Ugj^ ond &(ugh), deren Elemente dorch diese beiden Systeme ge- 
bildet werden, d. h. die beiden Fonktionen 

Ö(Wä1, WäI, . . . Ukn) und &(UiH, t4,*, . . . Unk) 



§ 6. Beweis der Gleichung 0(i*^j) — 0(u^p. 279 

miteinander. Dann kann man leicht zeigen, dals dieselben sich höclustens 
dnrch ihr Vorzeichen unterscheiden können. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar ans der im An- 
ÜEuige dieser Vorlesung auseinandergesetzten Auflösungsmethode der 
nGleichnngea ^^^q, /.-O, . .. /»-O. 

Multiplizieren wir nämlich ihre linken Seiten beziehlich mit 
n Gröijsen y^, y^, . . . y» und addieren sie dann, so ergibt sich die ab- 
geleitete Gleichung 

F^yJ, + '^'+ynfn^O, 

welche stets zugleich mit den ursprünglichen erftült ist. 

Wir bestimmen nun wieder die Ghröisen y^, ^s; - - - Vn so, dals die 
Koeffizienten von x^, a^, . . . Xn in F alle Nidl sind, der yon x^ aber 
gleich — 1 wird. Dazu müssen diese n Grölsen die linearen Gleichungen 
befriedigen 



(3) 



yi«*ii + y%^i + — h ynUni^—i 

Vl^i + y%^% + • • • + VnUni^O 
yiUin+ yiihn + hynUnn^O. 



Das Eoeffizientensystem der yx^y^y '^yn ist hier einfach das trans- 
ponierte (2) zu (1) und da dasselbe aus lauter Unbestimmten besteht, so 
besitzen diese Gleichungen eine und nur eine Lösung, deren gemein- 
samer Nenner gleich 

ist. Es kann abo gesetzt werden 

Vk = ^/- N (* = l,2,...ii). 

Substituiert man nun diese Werte der y^ in F, und berücksichtigt 
^e linearen Gleichungen (3), so erhalt man 

F^ (yiWlO + • • • VnUno) — % = 0, 

d. h. es ergibt sich der folgende Wert für x^ 

Man erhalt also für x^ zwei yerschiedene Brüche, deren Nenner 
^{ugh) luid 9(Üpa) sich nur dadurch unterscheiden, dals das Elementen- 
system des zweiten das transponierte des ersten ist. Da aber der 
erste Bruch in der reduzierten Form gegeben ist, so mulj9 der zweite 
Nenner ein Vielfaches des ersten sein; man erhält also eine Gleichung, 
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wo P eine ganze ganzzaMige Funktion der n* Grolsen (Ugj^ ist Schreibt 
man aber in der Identität links und rechts an Stelle der Elemente ihre 
Transponierten, nnd beachtet, dals das transponierte System des trans- 
ponierten wieder das ursprüngliche System ist, so ergibt sich 

©(«) = «(«) PK»), 

d.h. auch B(u) ist durch &(u) teilbar. Hieraus folgt also 

(4) 9iu)^'±9iu), 

d.lL es besteht der Satz: 

Die Funktionen 9 von zwei transponierten Elementen- 
Systemen können sich höchstens durch das Vorzeichen unter- 
scheiden. 

Die folgende Überlegung zeigt aber auch hier genau wie auf 
S. 128 unten, dals in (4) das positive Vorzeichen zu wählen ist. 
Setzt man nämlich __ ' 

9{ü,,)^$9(u,n)y 

wo £ » ± 1 sem muls, und ersetzt man das System (ugk) durdh irgend 
ein sogenanntes symmetrisches System (Sgh), dessen Vertikahreihen 
den entsprechenden Horizontabeihen gleich sind, so ist 

Wäre ako « = — 1, so mülste fftr jedes symmetrische System 
9(Sgk) = seiiL Nun werden wir aber schon auf S. 288 zeigen, dab 
fOr das offenbar symmetrische sogenannte „Einheitssystem^^ 



und es ei^bt sich daher 



E- 



1, 0, 0, . . 
0, 1, 0, . , 
0, 0, 1,. 



l 0, 0, 0, ... 1 

9(E) = 1, und also von Null verschieden ist Also ist stets c =* + 1, 

und es gilt der Satz: 

Die Funktion 9{Ug^ bleibt ung^Lndert, wenn man in 
ihrem Elementensysteme die Zeilen mit den Kolonnen ver- 
tauschi Jeder für die Vertikalreihen des Systemes (u^a) be- 
wiesene Satz gilt somit auch fGLr seine Horizontalreihen. 
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Hieraus folgt sofort in Yerbindnug mit dem auf S. 277 be- 
wiesenen Satze: 

Die Fmiktion ist linear und homogen in Bezug auf 
die Elemente jeder Zeile ihres Eoefßzientensystemes 






und sie yerschwindet identisch, wenn die Elemente von irgend 
zwei Horizontalreihen einander gleich sind. 

§7. 

Wir wollen jetzt nntersnchen, welche Eigenschaften die Funktion 
in Bezug auf die Elemente yon zwei beliebigen Zeilen oder Kolonnen 
besitzt Wir geben zuerst noch einen neuen direkten Beweis dafdr, 
dais die Funktion 0{ug^ yerschwindet, wenn man die Elemente zweier 
Horizontalreihen Hi und Hk einander gleichsetzt Aus den Unter- 
suchungen des yorletzten Paragraphen hatte sich ergeben, da(s die 
Werte der durch die n Gleidbungen 

fg « W<rO +^f*9hXk « (p»l,»,...n) 



eindeutig bestimmten Unbekannten of^; rc^, . . • a?„ die folgenden sind 

0?*=» — -^ (Ä = l,8,...«). 

Es bestehen also die Identitäten 

— WpO Ö + iWpA Ö* = (^ = 1,8,...«). 

Betrachtet man nur zwei unter diesen Gleichungen, etwa die i^ 
und die Tz^ und zieht diese yoneinander ab, so ergibt sich die Gleichung 

- (W<0 — Wio)® + (U<1 - «**l)ÖiH h (W<» - M4„) 0n = 0. 

In dieser Identität setzen wir nun 

lassen aber Uio und Uio ganz unbestimmt Dann fallen alle Summanden 
mit Ausnahme des ersten fort, und man erhält 

(UiO'-Uko)0(UgH) = O, 

oder _ 

0(u,,) = O, 

y^eaan, man mit den Wert bezeichnet, welchen annimmt, wenn 
mau allgemein Uik » Utk setzt 
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Nun sind Ua. . . Utn und u^i . . • Uin die Elemente der t^ bez. 
k*^ Horizoutalreihe des Elementensystemes von 0, und man erhalt also 
den Satz: 

Die Funktion &{UgH) verschwindet identisch^ sobald die 
entsprechenden Elemente zweier beliebigen Zeilen Ht mid Hk 
einander gleich sind. 

In einer leicht yerstandlichen Schreibweise kann dieser Satz durch 
die Oleichnng aasgedrückt werden 

(1) 0(.,.fli«S*...) = O. 

Derselbe Satz gilt anch f&r je zwei Yertikalreihen von S, wie 
man wieder durch den Übergang zu dem transponierten Systeme er- 
kennt; man erhalt also die Gleichung 

FaJjst man beide Sätze zusammen, so kann man sagen: 

Die Funktion 9 yerschwindet identisch, sobald die ent- 
sprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen (Zeilen 
oder Kolonnen) einander gleich sind. 

Hieraus folgt unmittelbar eilie weitere Eigenschaft der Funktion 6, 
Betrachtet man ein System, in dem jedes Element der i*^ Kolonne ans 
zwei Summanden besteht, d.lL ein System 



in 



(Fi...F,+ F/...F») 

und entwickelt die Funktion dieses Systemes nach den Elementen 
der i*^ Kolonne, so folgt aus dem umstände, dals in den Elementen 
derselben homogen und linear ist, die Gleichung 

oder in einfacherer Schreibweise 

Ö(. . . F, + F/. . .) = Ö(. . . F, . . .) + Ö(. . • F/. . .). 
Schreibt man in dieser Gleichung auch für die Elemente einer 
anderen Kolonne F^, Vk + Vi, d. h. setzt man allgemein fOr 

Ugk beziehlich Ugi + ult (^«i,..«), 

so ergibt sich aus ihr 

»(...F,+F/...F*+F;..o=©(...F,...F*+F;..o+©(...F/;..F»-fF;...) 

= Ö(...F,...F*..O + 0(...T^-...F;...) + ©(...F/...n...) + »(...F/...F[...> 
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Diese Gleichxmg wenden wir an aof die Funktion 
ö(. . ,Vi + Fi, . . ., F< + 1^4 • • 0^ 

welche, da die beiden Kolonnen einander gleich sind, identisch ver- 
schwindet. Darans folgt 

= Ö(...F,+F»...F,+F*...) = öC..F,...F,...) + »(...F,...F*...) 

+ ö(... n. .. F,. ..) + »(.. .F*...Fk...); 

UUst man hier anf der rechten Seite diejenigen Funktionen fort, welche 
yerschwinden, so ergibt sich 

«(...F<...Fi...) — -»(... Fi... F*...), 

und da sich die Funktion B in Bezug anf ihre Zeilen ganz ebenso 
Terhalt, wie in Bezug anf ihre Kolonnen, so ist auch 

9( . • • Hi . . . Sji . . .) ^ — &{• . . Sji . • . Si • • .)• 

Die Funktion ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man 
die entsprechenden Elemente zweier beliebigen Parallelreihen 
(Zeilen oder Kolonnen) yertauscht 
Da die Funktion (9 homogen und linear in Bezug auf die Ele- 
mente einer beliebigen Zeile ist, so ergibt sich, wenn man die 
Elemente u^, . . . Uj« der i^° Zeile bezw. ersetzt durch tun^ . . . tumj offen- 
bar die Gleichung 



^{tun...tUiA 



oder kürzer 

0{...tHi..)^t@{...Hi...) 

und aus demselben Grunde folgt 

Ö(...<F,. ..) = <»(.. .Fl...). 

Die Funktion wird mit einer Groise t multipliziert, 
wenn man alle Elemente einer Reihe (Zeile oder Koloime) 
mit t multipliziert. 
Addieren wir zu den Elementen einer beliebigen Zeile St das 
t-fsLche der entsprechenden Elemente einer anderen Zeile Hk, d.h. 
büdenwir e(. . .H, + tM,...), 

SO ergibt sich fOr dieses System 

9(. . • Hi -]- 1 S\ . . . Sjt . . .) ^ ö (. . . Mi . . . JHjfc . . .) 4" ÖG • • ^-Hjb • • • -Sjfc . • .) 

=.©(... Bi. . .fli. ..) + <©(.. .fl"t...fl*...) 
= ® (. . . Si . . . Sjt . . .) 
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und ganz ebenso folgt 

Die Funktion B bleibt also ung^mdert^ wenn man za 
den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Yielüache der 
Elemente einer ParaUelreibe addiert 



§8. 

Ebenso wie in dem speziellen FaUe der Systeme dritter Ordnung, 
bestellt aucb für die hier betrachtete Funktion Yon n' Elementen 
B{y,gi) ein Multiplikationstheorem, durch welches der Wert dieser 
Funktion für ein sogenanntes ,, komponiertes'^ System Ton Elementen 
angegeben wird. 

Ehe wir zum Beweise dieses Fundamentalsatzes übergehen, wollen 
wir zunächst den Begriff der Komposition für zwei Systeme Ton je 
r? Elementen kurz erörtero. 

Sind zwei Systeme von je n' Elementen gegeben 

/ Wn. W12; 



1J0, 



iu 



w, 



lai 



w. 



«?« 



'21^ ^i^y 






und 






, w»i> w«»^ • • • w»» , 



oder kürzer geschrieben 

{Wgk) und i^hi) Cp,*,<=i,«...««)» 

so wollen wir genau ebenso wie in den speziellen Fällen der Systeme 
von 4, 9 und 16 Elementen das System 

(Ugi) ar,<=i,...«) 

betrachten, dessen Elemente aus jenen beiden dadurch hervorgehen, 
dafs man die Elemente je einer Zeile von (tOgh) mit den entsprechenden 
Elementen je einer Kolonne von (u^O multipliziert und die so ent- 
stehenden n Produkte addiert. Es sind ako die einzelnen Elemente Ugi 
gegeben durch die Gleichungen 

oder kürzer 

(1) Ugi---y^WgkUu Gr,<=-i.t,...fiX 



A— 1 



Das so entstehende System wollen wir das aus {tVgj^ und (Ukt) 
(in dieser B.eihenfolge) komponierte System nexmen, und diese 
Beziehung durch die Gleichung ausdrücken 

(2) («',*)(«»0 = (f7,0. 
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Bezeichnet man zur Abkürznng mit H^y • • . ^« die Horizontal- 
reihen von {Wg^y mit F/, F,', • • • FJ die Vertikalreihen des zweiten 
Systems {Uhi)y so kami das komponierte System auch in diesem all- 
gemeinen Falle kurz durch 

ri?,F/,ff,F;,...aiFn' 

hezeichnet werden^ wenn unter HgVi die Summe 

d. h. die Sxmime der Produkte der entsprechenden Elemente von Hg 
und Vi verstanden wird. 

Aus der Sompositionsvorschrifb für die beiden Systeme geht 
unmittelbar hervor, daCs ein Element Ugi nur aus den Elementen der 
Zeile Hg des ersten und den Elementen der Kolonne F/ des zweiten 
Systemes besteht, dals also etwa in der g^^ Zeile von (JJgh) nur die- 
jenigen Elemente von (tOgh) vorkommen, welche dort ebenfalls in der 
Zeile Hg stehen. 

Wir werden gleich zeigen, dals gerade diese und nur diese Art 
der Komposition der Systeme in der Theorie der linearen Gleichungen 
von grundlegender Bedeutung ist. 

Zunächst soU aber noch eine Erweiterung des Begriffes der Kom- 
position gegeben werden, welche im folgenden gebraucht wird. Kom- 
poniert man nämlich genau in der soeben angegebenen Weise das vorige 
System {Wg^ mit dem rechteckigen Systeme 

(2a) Ko, t*Ai, . . . wa«) = (wä*) (''Jio,i5:::!:)' 

welches aufser den Kolonnen F/ . . . F' noch die Kolonne FJ enthalt, 
80 erhalt man als Kompositionsresultat wieder eine rechteckige Matrix 

iv,u)-'{E,vi) a:o.il:::::) 

▼on n Zeilen und (n -{- 1) Kolonnen, wo auch jetzt 
oder einfacher 

ist. Auch diese Matrix wollen wir als das Eesultat der Komposition 
▼on (Wgh) und der Matrix {Ugi) in (2a) betrachten und ihren Zu- 
sammenhang mit jenen beiden Systemen ebenfiedls durch die Gleichung 
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(2b) K»)K»)='(oit) ("J:..tJ::::) 

charakterisieren. 

Wir gehen nnn ans von dem Gleichnngssjsteme 

dessen einzige Losnng für nnbestimmte Ugk wir in der Form schreiben 

konnten 

(3a) X, ^ (»-........X 

Leiten wir nnn ans (3) ein neues Gleichnngssystem 



(4) 

oder einfacher 

h 

ab^ so erkennt man ohne weiteres, dab diese Gleichungen durch die 
soeben angegebene Losung (3 a) des Gleichungssystemes /< => befriedigt 
werden. Bedeuten aber die Elemente (tOgs) unbestimmte Yariable, so be- 
sitzt das zweite System auch nur diese Losung, da die n homc^enen 
linearen Funktionen (4) Yon fi, • » • fn n&ch dem EoroUar am Schloflse 
des § 2 nur dann sämtlich verschwinden können, wenn fi, > . .fn s^hst 
gleich Null sind. Es besitzen also die n Gleichungen /*< » und die 
anderen JP^aO dieselbe Losung; sie sind demnach absolut äquiyalent 
Ordnet man nun diese n Funktionen F^, ...Fnin. (4) nach Xi^,...Xn, 
und ist dann 

(4a) Fg^ Ugi^+^ügiXi^O, 

i 
so erkennt man ohne weiteres, daCs das neue Koeffizientensystem 

aus dem ursprünglichen 

(«") (::,.i;:::) 

dadurch hervorgeht, dafs man es vom mit dem quadratischen Systeme 
komponiert; d. h. es besteht die Eompositionsgleichung 

(«',»)(«**) =(oi*) ("::<,ti::::)- 



§ 8. Erster Beweis des Miilidplikationsiheoremes. 
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(A=l,8,...n). 



Löst man nun das GleichnngssyBtem (4a) direkt auf, so ergibt 
sich die Lösimg ans der in (3a) gefundenen dadurch; dais man die 
Elemente Ugi ersetzt durch die entsprechenden Ugk, d. h. man erhält nmi 

^* e{ügi) (A-l,«,...«), 

nnd da diese Werte von x^,. . . Xn mit den in (3a) gefundenen überein- 
stimmen müssen, so erhalt man die Identiiat 

e{Ugi) 
und hieraus folgt die Proportion 

In diesem Ausdrucke entluUt der erste Quotient kein Element 
UiQ, u^o^ . . . U),o der Kolonne Vq, denn der Nenner desselben enthalt nur 
die Elemente (u^u tiAs> -•• t^hn), der Zahler nur ({7^1, Uh%, .-*Uhn), tmd 
da die Elemente u^o nur in den Uao auftreten, so kommen sie ia diesem 
ersten Quotienten nicht vor. 

Ebenso zeigt man, dals der zweite Quotient von den in V^ befind- 
lichen Elementen (um) nicht abhangig ist u.s.w., und hieraus folgt, 
dals der gemeinsame Wert dieser (n + 1) Quotienten yon den Ele- 
menten des ganzen Systemes (Ugk) nicht abhangt Zur Ermittelung 
dee Wertes von e(ü,,) 

kann man also für das System (ug]t) irgend ein spezielles annehmen. 
Es ist nun {Ugk) das aus (tOgk) xmd (u^k) komponierte System, d.h. 
es ist 



(6) 



iv, 



11; 



W, 



127 



f^U 



WnU «?n2, ... «^nn 



%l; Wi2, 



Uin 



Wählt man nun für das System (um 
(S. 280) angeführte Einheitssystem E und beachtet, dals dann 

fl, 0,...0) 
0, 1,...0 



Onl, ... Unn, 

Uftn) speziell das oben 



(7) 



«^1 



ii; 



'Wnl 



.«'nlv^nn, 



W, 



llf 



Wi, 



[Wnl, 



>'Wn 



d.li.^ dals dann (Ugk) •• 
dals der Wert von 

wird« 



0, 0, ...1 
(iVgk) wird, so folgt aus der obigen Bemerkung, 



0(Ugk) 



OjtOgh) 
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In dieser Gleichung sind nun nach der allgemeinen YoransBetznng 
0{Ugk) luid @{iVgh) nicht identisch Null, es kann daher anch nicbt 
&(E) gleich Nnll sein. Ans der hierans sich ergebenden Gleichung 

(8) e{ü,,)^0(E) = 0(u,h) «K») 

folgt nnn weiter^ dafe die ganze nicht verschwindende Zahl 9{E) 
gleich ± 1 sein mnüis; denn hätte S(E) einen Yon 1 yerschiedenen 
Primfaktor, so würde dieser in 9(u) oder @(w) enthalten sein^ mid 
das stände mit dem oben gefundenen Resultat im Widerspruch^ dab 
die Funktion @ keine Zahlenfaktoren enthäli Es ist also S(E)^±l] 
xmd da das Vorzeichen von & bis jetzt noch willkürlich war, so wollen 
wir dasselbe jetzt ein fOr alle Male so gewählt annehmen, dafs 

(1, 0, 0,...0 
0, 1, 0, ...0 
0, 0, 1, ...0 



(9) ®(E) = Ö 



+ 1 



10,0,0,...! 

ist. Da nun das System (&ai, . . . Uhn) aus den beiden (Wki, . . . fr««) 
und (uai, . . . Ukn) komponiert ist, so ergibt sich also aus (8) die folgende 
wichtige Gleichung 

(10) «[(«'pOKa)] -^ «K*)®K») C^.*=i,«....«). 

d. L die Funktion & von einem komponierten Elementarsysteme ist 
gleich dem Produkte der ® -Funktionen von ihren Komponenten. 

An dieser Stelle mag auch bemerkt werden, daCs durch die 
Gleichung (9) der auf S. 280 anticipierte Nachweis erbracht ist, dab 
®(I1) notwendig von Null yerschieden ist. 



Das im vorigen Abschnitte bewiesene Multiplikationstheorem fOr 
@ erhalt man auch, wenn man, anstatt das Gleichungssystem 

(1) fk^U^o+^UuXi^O 

i 
durch ein äquivalentes zu ersetzen, an Stelle der n TTnbekaimten 
x^,..,Xn n andere l^^ . . • in einfährt, welche mit jenen durch die 
linearen Gleichungen 

(2) x,-^^vnh 

k 

zusammenhangen, wo die n' Koeffizienten des Substitutionssystemea 
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(3) (».*) 

unbeBtimmte GfröiBen bedeuten. Setzt man nämlich die Werte ffir 
Xi,...Xnm die Gleichungen (1) ein und ordnet diese dann nach den 
neuen Unbekannten l^, . . . In^ so erhält man n Gleichungen fQr sie, 
welche folgendermalsen geschrieben werden können 

(4) (p, = u,o +^^UHiVaik^UHo+^rHiiM = 0. 

i k k 

In ihnen bleiben die n konstanten Glieder dieselben wie vorher, 
während die n' Koeffizienten Vhk durch die Gleichungen bestimmt sind 

n 
Vkk ==^UMVik (A, * = 1, S, . . . «); 

« = 1 

diese zeigen, dals das System (Vm) aus den beiden (Ukt) und (Vik) 
durch Komposition entsteht, d. h. dab 

(5) {uHi){Vik)^{Vkk) (Ä,,,*=i.a,...«) 
ist. 

Die Gleichungen (4) für Si, . . . Sn besitzen nun eine und nur eine 
Lösung; denn aus (2) ergibt sich, dalis, solange das Koeffizienten- 
system {vm) lauter unbestimmte Grölisen enthält, dem einen Lösungs- 
System x^,...Xn der Gleichungen (1) eines und nur eines fQr li, . . . |« 
entspricht. Löst man nun die Gleichungen (4) ftir diese unbekannten 
direkt auf, so können nach imserem allgemeinen Satze die Werte der 
Unbekannten in der Form geschrieben werden 
/ß\ fe Bx{Vhk) 

wo also der gemeinsame Nenner die d-Funktion des Systems {Vhk) 
in (5) bedeutet 

Setzt man nun diese Werte in die Gleichungen (2) ein und ersetzt 
zugleich die Unbekannten Xi durch ihre Werte 

SO ergibt sich die Identität 

^^^ "'^•'"■■^(^"" öcn*) * 

Da nun die linke Seite dieser Gleichung den Wert der Un- 
bekannten Xi in der reduzierten Form gibt, so muUs der Nenner der 
rechten Seite S{V) durch B(u) teilbar sein, d.h. es mufs eine 
Gleichung von der folgenden Form bestehen 

»{VHk)=^&{Uhh)'G{Uu,Vhk), 
Kroneoker, Determinanten. 19 
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oder mit Berücksichtigimg yon (5) 

(8) e[(u^i) (va)] « ö(w»,) . e(u*, , vu), 

wo G eine noch unbekannte ganze ganzzahlige Funktion ihrer Argu- 
mente ist. 

Nmi ist aber S(Ukk) eine ganze homogene Funktion der Gbolsen 
i^hk) ▼on der n^^ Dimension; dasselbe gilt von S{Vkk) in Bezug auf 
die Elemente (Vkk), ^uid da jedes derselben homogen und linear ist in 
den Elementen des Systemes (Ukk)f so folgt daraus, da& die beiden 
ganzen Funktionen @{V) und 0(u) die Elemente (u«») in derselben, 
nämlich der n}^ Dimension enthalten. Daher kann die ganze 
Funktion G die QröiBen (Uki) gar nicht enthalten; sie ist also allein 
von den Elementen Vf^^ abhangig. 

um den noch unbekannten Faktor G zu finden, können wir also 
an Stelle des Systemes (ugi) ein ganz beliebiges spezielles, z. B. das 
Einheitssystem, wählen. Tun wir dieses und beachten wieder, daCs 

wird, so geht unsere Gleichung (8) über in 

e(va)^0{E)'G(va). 

Auch aus dieser Oleichung ergibt sich, dab 0(E) eine yon Null 
yerschiedene ganze Zahl sein mufs, welche keinen Primteiler enthali> 
dals also 9(E) gleich ± 1 ist. Setzen wir also nach der oben gemaditen 
Bestimmung 

so wird nr \ äSi/ \ 

und aus der Gleichung (8) ergibt sich, wie oben, der Multiplikationssate 

(9) Ö[(w*0(t^a)] = ö(t**0 • 0(va). 

Das hier gefundene Multiplikationstheorem (9) bildet die Grund- 
lage fOr alle Untersuchungen über die Funktionen 0(Uki) der n' Ele- 
mente (Uki), oder, was dasselbe ist, über die Determinanten n^ Ord- 
nung. Wir werden nämlich zeigen, dals sich alle Eigenschaften der 
Funktion (9, auch die yorher direkt hergeleiteten, als sehr einfache 
Korollare aus diesem Satze ergeben. Yorher soll aber die Funktion S 
auf Grund ihrer jetzt gefundenen Eigenschaften ezplicite dargestellt 
und nachgewiesen werden, daTs durch sie in der Tat ein System 
yon n Gleichtmgen mit unbestimmten Koeffizienten gelöst wird. 



Siebzehnte Vorlesung. 

Darstellung der Determmante mit Hilfe ihrer drei cliarakteriBtiflchen Eigenschaften. 
— Beweis, dafs n lineare Gleichungen mit n unbekannten stets eine Lösxmg 
besitzen. — Die verschiedenen Darstellungen der Vorzeichen s^ ^ .* • — I^i® 

Oauc^che Determinante. 

§1. 

Die bis jetzt hergeleiteten Eigenschaften der Funktion 9 genügen 
Yollstandig, nm dieselbe explicite hinzuschreiben nnd nm den Nachweis 
zn fähren^ dafs in der Tat jedes System von n linearen Oleichnngen 
fOr ebensoviele unbekannte mit unbestimmten Koeffizienten stets eine 
Losung besitzt. 

Wir hatten gefanden^ dals^ falls n solche Gleichungen 

(1) fg^-UffO+^UgnXH^O (p«l,2,...i.) 

durch Groisen des Rationalitätsbereiches der Koeffizienten lösbar sind^ 
der gemeinsame Nenner B{Ugi) eine ganze ganzzahlige Funktion der 
n^ Elemente des Systemes 



(2) (t*..) = 



Wnl; W„|, ...Wnn 



sein wird^ welche jene ganze Reihe Ton Eigenschaften besitzen mufs, 
die in der yoraufgehenden Vorlesung angegeben worden sind. Von 
ihnen wollen wir hier nur drei hervorheben^ durch welche die 
Funktion @ eindeutig bestimmt ist, und mit deren Hilfe sie leicht 
dargestellt werden kann. 

Dieselben sind in dem folgenden Ausspruche zusammengefalst: 

Die Funktion Biy^gh) muUs eine ganze ganzzahlige Funktion 
der n' GhrSlisen (jAgk) sein^ welche die folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist homogen xmd linear in den Elementen einer jeden 
Horizontalreihe des Systemes; 

2. sie ändert nur ihr Zeichen^ wenn man zwei Zeilen mit- 
einander vertauscht; 

19* 
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3. es ist @(E) = 1, wenn mit E das Einheitssystem be- 
zeichnet wird. 

Da die Fnnktion @{Ugh) eine ganze ganzzahlige Funktion der 
n? Elemente des Systemes ist, so ist sie eine Summe von lauter Pro- 
dukten Yon Potenzen jener n^ Elemente mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Weil aber ® eine homogene lineare Funktion zunächst der Elemente 

der ersten Zeile des Systemes (Ug^ ist, so enthalt jedes dieser Pro- 
dukte ein und nur ein Element t^A^ von E^ und da dasselbe auch in 
Bezug auf alle übrigen Zeilen gilt, so muls & die Form haben 

n n n 

(3) 0{ugj) = ^2' • -^^AxÄ,...*« wux «*«*.• • • ^Ky 

WO jetzt nur noch die Koeffizienten €a^a«...a„ zu bestimmen sind. 

um diese Gröfsen zu finden, vertauschen wir in dem Elementen- 
system {ug^ in (2) die erste und zweite Horizontalreihe, und beachten, 
dals dabei @{Ug^ nur sein Vorzeichen ändert. Dann folgt aus (3) 

n 
— ö(t«pA)=^«AiÄ,...A„W2Äx ^lA»^Aa . . . W«A„, 

oder wenn wir die Summationsbuchstaben \ und h^ miteinander Ter- 
tauschen, wodurch ja allein ihr Name geändert wird, so erhalt man 
die zweite Darstellung von 

(3a) + &{ugj) = — ZfiMi*....Ä««*iÄiWaÄ, . • . Wn*^. 

Durch Subtraktion dieses letzten Wertes von von dem in (3) 
angegebenen erhält man die folgende Identität, welche f&r variable 
Werte der n* Elemente {ugj) erfüllt sein mufs 

Z(fiAiAa...Ä„ + fiAa*i...O**l*i ****»• * * ^«Ä« ~ ^• 

Da hier alle Koeffizienten gleich Null sein müssen, so er- 
gibt sich 

(4) *AiÄ,Ä,...A„ = — «ÄtÄxÄ,...»« fÖrÄi^A, 

(4a) «A,A.A,...Ä^ = 0. 

Genau ebenso folgen aber, wenn man die Elemente zweier be- 
liebiger Zeilen Ha und Hß vertauscht, die Gleichungen 

«...Aa...Ä^...=» — «...AÄ...Aa... 

imd speziell 

«...A«...Ä„... = 0. 
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Demnach sind alle Koeffizienten €j^...h^ gleich Null, in welchen zwei 
Indizes ha einander gleich sind, wo also in dem zugehörigen Produkte 
«*iAi • • • Uaha • • • ^ß^a ' ' ' zwci Elemente in einer und derselben Kolonne Vh„ 
stehen« Es sind daher nur diejenigen Koeffizienten 

nicht gleich Null, in welchen die n Indizes \, . , .hn alle yoneinander 
verschieden sind; und da dieselben nur die Werte 1, 2, . , .n durch- 
laufen, so können nur diejenigen n\ Koeffizienten Sk^,..h^ wirklich auf- 
treten, in welchen die Indizes (h^, \, . . . h») einer Permutation der 
n Zahlen (1, 2, . . . n) entsprechen. 

Aus (4) folgt nun weiter, dab diese n! ganzzahligen Koeffizienten 
ihren absoluten Werten nach gleich sein müssen, sich also höchstens 
durch ihr Vorzeichen unterscheiden können, weil man ja jede Per- 
mutation %i, %2, . . . An aus 1, 2y , . .n durch successive Permutationen 
von je zwei Elementen erhalten kann. 

Der absolute Wert dieser Koeffizienten bestimmt sich nun leicht 
aus der dritten Eigenschaft der 9-Funktion. Hierzu beachten wir, dals 
die Entwickelung yon Q folgendermafsen anfangt 

®==*i«...«%^2 •••«♦»« + •••; 

setzen wir nun (%*) = (.B), d. h. 

«*ii = «32 = - •• = !*„„= 1, Ma = (*^*) 

und berücksichtigen, dals dann ®(£) = + 1 werden soll, so folgt 

(5) «i,...- = + i; 

die übrigen Koeffizienten 6«^...^^ müssen also nach (4) sämtlich die 
Werte ± 1 oder Null haben. 

Hiemach sind die Koeffizienten «Aiä»...a„ durch die folgenden beiden 
Eigenschaften bestimmt: 

1- *AiÄ»...Än ändert nur sein Vorzeichen, wenn man zwei seiner 
Indizes vertauscht; es verschwindet also, wenn irgend zwei 
seiner Indizes einander gleich sind. 

Ist es möglich, die Ghrölsen s so zu bestimmen, so existiert eine 
f^ULktion S(Ug^ von n^ Elementen, welche die oben angegebenen drei 
Eigenschaften besitzt, im anderen Falle nicht. 

Wir beweisen nun sehr leicht, dafs es stets möglich ist, die 
Oröüsen ««^««...»^ diesen beiden Bedingungen gemäls zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir für den Augenblick A^, . . . A^ &ls n Ver- 
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anderliche an und Buchen eine ganze Funktion G{h^yh^y, . ."h^ Ton 
\y . . .hn so zu bestimmen, daCs sie verscliwindet, sobald zwei der 
Variablen ha und hß einander gleich werden. Beiarachtet man G zuiuMihst 
als Funktion von hn allein, so mufs sie fCtr An'^^i; • • • ^=»^11-1 
verschwinden, also durch die » — 1 Linearfaktoren 

(Ä» — Äi), ... (Ä« — Än-i) 

teilbar sein; demnach ist 

Ö(Ä1, . . . An) = (*»•- K^l) ... (An - Äi) G^{K . . . Ä«), 

wo G^ eine neue ganze Funktion von h^^ h^, ...hn bedeutet. 

Da die Funktion G, also auch 6r^, als Funktion von An~i betrachtet, 
verschwinden ' muTs, sobald A»— 1 einen der Werte h^, h^, ...K-t 
annimmt, so enthalt G weiter das Produkt 

(Än_i — Äi) . . . (Än-l — An— 2). 

Fährt man in derselben Weise fort, so ei^bt sich für G(hx,h^, ..,K) 
die folgende Darstellung 

(5) G(Äi, Ä,, . . . An) ^YJiK - Ä*) • SiK »^, ... An), 

WO 8 eine noch zu bestimmende ganze Funktion von Ai, %,, . . . %n ist 
Nun kann man zeigen, dals das Produkt 

auch die weitere Eigenschaft hat, dals es sein Zeichen ändert, sobald 
zwei der Variablen ha und hß miteinander vertauscht werden. Jene 
Funktion ist nämlich, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem Produkte 
aller Differenzen der n Grölsen h^,,. .hn jede ein Mal genommen. Es 
besteht also die Gleichung 

l..ha...hß..:\=^B{ha-hß)^JJ[{ha-K){hß^hr)V^^ 

WO B einen der Werte ± 1 hat, und wo jedesmal r und s unablÄngig 
voneinander alle von a und ß verschiedenen Zahlen der Reihe 
1, 2, ... n durchlaufen. Vertauscht man nun ha mit hßj so ändert die 
erste Differenz ihr Zeichen, in dem folgenden Produkte vertauschen sidi 
nur die Faktoren Qi>a — h^ xmd (hß — K), während das letzte ungeandert 
bleibt. Es ändert also das in (5) stehende Produkt bei der Ver- 
tauschung zweier beliebigen Variablen ha und hß nur sein Vorzeichen. 
Daher mufs die Funktion 8(hi, . , .hn) in (5) bei jeder derartigen Ver- 
tauschung ungeandert bleiben; sie ist also eine sogenannte symme- 
trische Funktion der n öröfeen Ä^, Äj, ... K. 
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Setzt man also jetzt wieder f&r die Variablen (h^, h^, ...hn) irgend 
eine Fermntation der n Zahlen 1, 2 ... n, so folgt ans dieser Eigen- 
schaft Yon 8(h^, ^; • • • K)f dals 

ist; und die Gleichung (5) geht also über in 

ö(Äi, ... An) - C- n(Ä^ - Ä*) (p> *). 

Ersetzt man endlich hier die Permutation (^i; A^, . . . %„) durch (1^2,... n), 
setzt man also hi^=i und beachtet, dals alsdann G(l, 2, . . . n) » 1 
werden soll, so ergibt sich schlieLslich 

and wir erhalten so die folgende Darstellung f£Lr €axA....a„ 

(6) .,,..... _n(^) 



Da diese Zahlen den für «a^ «....«„ aufgestellten notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen 1 und 2 genügen, so besitzt die aus 
ihnen gebildete ganze ganzzahlige Funktion 

die drei oben geforderten Eigenschaften, nämlich 

1. sie ist linear und homogen für die Elemente jeder Zeile 
von (u,h)] 

2. sie ändert ihr Zeichen bei Vertauschung zweier Zeilen; 

3. sie reduziert sich auf 1, sobald (u^n) gleich dem Einheits- 
systeme E angenommen wird. 

Die auf diese Weise bestimmte Funktion (7), welche also die soeben 
angegebenen für S(ugk) notwendigen Eigenschaften besitzt, soll nun 
die Determinante der n' Elemente (u^a) genannt und durch 

I ^gk I 
oder ausgeschrieben durch 





**ii; **j»7 • 


"Uin 




Mjl, U^y . 


..Wtn 




Uni, Un$y . 


-'Unn 


bezeichnet werden. 
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§2. 

Bei der üntersuclumg der Systeme von n linearen Gleichungen 
mit ebensoyielen unbekannten waren wir von der grundlegenden Yorans- 
setzung ausgegangen, dafs denselben durch rationale Funktionen der 
Oleichungskoeffizienten genügt werden könne. Die genauere Unter- 
suchung der Form jener Losungen hatte nun im Torigen Abschnitte 
zu völlig bestimmten ganzen ganzzahligen Funktionen der Eoefßzienten 
geführt; welche wir Determinanten nannten und die wir ausgehend 
Yon ihren auf S. 291 angegebenen charakteristischen Eigenschaften ex- 
plicite darzustellen imstande waren. 

Wir wollen nun unter Benutzung jener drei charakteristischen 
Eigenschaften der Determinanten den Nachweis fahren, dab in der 
Tat jedes System 

(1) /a = Wao+ Mai Äi H h Ma« a:n= (A=-i,t....*i) 

Ton n linearen Gleichungen mit ebensoyielen Unbekannten fdr un- 
bestimmte Werte der Koeffizienten durch rationale Funktionen der- 
selben befriedigt werden kann; wir wollen jetzt abo die Richtigkeit 
der Voraussetzung beweisen, welche wir unserer ganzen Untersuchung 
zu Grunde legten. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir diejenige Determinante der 
(n + 1)*«^ Ordnung 



(2) 



U^ 



Wi 



'00> ^01^ 



Ml, 



M«o,M„i, . . .Unn 



l««l 



:«,i«rO,l,...ll), 



deren Elementensystem aus dem KoefOzientensystem der Gleichungen (1) 
durch Hinzufägung einer ersten Zeile H^ mit den (n + 1) Elementen 



Mo« 



von Unbestimmten hervorgeht. Aus den Resultaten des letzten Ab- 
schnittes geht hervor, dafs dieselbe stets explicite hingeschrieben werden 
kann. Nach der ersten auf S. 295 angegebenen Fundamentaleigenschaft 
ist diese Determinante eine ganze ganzzahlige Funktion der (n + 1)' 
Elemente (ua), welche homogen und linear ist in den Elementen 
Mqo, Mqi, . . . uon] d. L es besteht eine Gleichung 

(3) D'^MooCi-f «Ol U, + "'+Uon Un, 

in der die Koeffizienten 



§ 2. Auflösung von n linearen Gleichungen. 297 

Do, f^l, • • • Vn 

ganze ganzzahlige Funktionen der n (n + 1) Elemente der Matrix 



(4) 






sind. Die Funktion ZJq; welche den Koeffizienten Yon u^ bildet^ ist 
nicht identisch Null; denn wäre dies der Fall, so würde die Deter- 
minante ja von u^ ganz unabhängig sein, während ihre Entwicke- 
Inng doch nach der der dritten Eigenschaft mit dem Diagonalgliede 

+ Woo%i •■•«««» 
anfangt. 

Nach der zweiten Fundamentaleigenschafi; verschwindet die Deter- 
minante \Uik\ identisch; sobald fOr die Elemente der ersten Zeile H^ 
die entsprechenden Elemente irgend einer anderen Zeile Hi gesetzt 
werden. Setzt man abo in der Gleichung (3) allgemein 3^^=^ Hi, oder 

UOk^Uik (i=:0,l,...«), 

so erhalt man die folgenden n Identitäten 

WaO Uq+UhiUi + "'+ Ukn ün=0 (A = l,»,...n) 

oder, wenn man durch die nicht verschwindende GhroiBe Uq dividiert, 
so ergibt sich 

(5) WÄO+MAlW^+---+WAnS^ = (A«l,2,...«). 

Diese Identiiaten lehren, daGs die Gleichungen /^ »= in (1) be- 
friedigt werden, wenn man für die n Unbekannten x^, ...Xn die folgen- 
den rationalen Funktionen der Grroljsen Ua mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten setzt TT TT TT 



Xt — jj f X^ — 'Yj~ ' ' " * ' *^n — Tf" 



U/ '^^^ü' ' '"'*~ü'' 



und damit ist die von uns zu Grunde gelegte Voraussetzung voll- 
sl&idig bewiesen. 

In der sechzehnten Vorlesung war nun gezeigt worden, dab, falls 
das Gleichungssystem (1) eine rationale Losung besitzt, der gemein- 
same Nenner der Unbekannten x^,...Xn in der reduzierten Form eine 
ganze Reihe von Eigenschaften besitzt, welche am angeführten Orte 
mit Leichtigkeit abgeleitet werden konnten. 

Im § 1 dieser Vorlesung hatten wir dann gesehen, daCs, falls 
jener Nenner überhaupt existiert, er mit der Determinante 



£98 
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(6) 



\^9h\ 









Wnl> Ww2, ...Mn« 



(^,A = 1,S,...«) 



der n^ Gleichnngskoeffizienten übereinstimmen mnls, welche wir in 
der Form 



(6a) 



h 9>k ' ^ 



Unf^ 



explicite darstellen können. 

Da wir jetzt nachgewiesen haben^ daCai das Oleichnngssystem (1) 
wirklich eine rationale Ldsnng besitzt, so folgt endlich, d&ts der ge- 
meinsame Nenner der Unbekannten x^y,..Xn die Determinante {^,^1 
ist, und daCs diese alle diejenigen Eigenschaften besitzt, welche wir in 
der vorigen Vorlesung fOr die Funktion 0{Ugi) bewiesen hatten. 

Wir wollen nunmehr diese früher gefundenen Eigenschaften der 
Determinante hier noch einmal kurz zusammenstellen. 

Die in (6) gebildete Determinante | Ugj^ \ aus den n' Elementen des 
Systems (u^a) ist eine ganze ganzzahlige Funktion derselben, welche die 
folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist homogen und linear in den Elementen jeder Beihe (Zeile 
oder Kolonne). 

2. Sie ändert nur ihr Vorzeichen, wenn man die entsprechenden 
Elemente zweier Parallebreihen (JBi und JI* oder Fi und F*) mit- 
einander vertauscht. 

2 a. Hieraus folgt, dab die Determinante identisch verschwindet, so- 
bald die entsprechenden Elemente zweier Parallelreihen bezieUich 
gleich sind, d.h. sobald fli« jB* bezw. F,= F* ist, oder also wenn 



ist. 



Uir 



Uhry bezw. Uri^^Urk 



(r = l,i,...i.) 



3. Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man zu den Elementen 
einer Beihe ein und dasselbe Vielfache der entsprechenden Ele- 
mente einer Parallelreihe addiert, d. h. es ist z. B. für die Zeilen 



I- .Hi-f^fi*. .fli 



• fli • • .Hi ••• !• 



4. Die Determinante wird mit einer Eonstanten multipliziert, wenn 
man alle Elemente einer beliebigen Beihe (Zeile oder Kolonne) 
mit derselben multipliziert. 

5. Die Determinante bleibt ung^Lndert, wenn man ihre Zeilen mit 
ihren Kolonnen vertauscht. 
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6. Ist 

Ugk =^ Ugk WaJ: (A, * -l, 2, .. . n). 

A«l 

hängt also das System (Ugk) mit den Systemen {ugj) und (wm) 
durch die Kompositionsgleichung ({7^it)» (^pOCtc^Ai) zusammen^ 
so ist die Determinante des komponierten Systemes dem Pro- 
dukte der Determinanten beider Komponenten gleich^ d. h. es ist 

oder auch 



i Wa< I ] Wik I = r^ Wa< tTa 



7. Die Determinante | Ua \ hat den Wert 

hi g>h 

8. Die Determinante des Einheitssystemes hat den Wert + 1. 

§3. 
In den Gleichungen 

(1) I W<* I = ^«Ät,A.,...Ä„ ^h^'^k, . . . W»,, 



n 



hesitzen wir eine von jeder Symbolik freie Darstellung einer Deter- 
minante. Wir haben einfach in dem AnfangsgUede derselben %x^t -••^»n 
die zweiten Indizes auf alle möglichen Weisen zu permutieren und einem 
jeden der n\ so sich ergebenden Produkte t«iA, u%h^ - • • Unh„ das durch 
(2) bestimmte positive oder negative Vorzeichen zu geben. 

Da es in dem Produkte (2) für fiAi,»„...A„ ^^^ *^f das Vorzeichen 
der einzelnen Faktoren ankommt; und da die im Nenner stehenden 
Differenzen (g — Je) alle positiv sind, so kann man dasselbe folgender- 
mafsen wesentlich einfacher schreiben. Ist a eine beliebige reelle Zahl^ 
80 wollen wir 

sgn (a) = + 1, — 1 oder » 

setzen, je nachdem a positiv, negativ oder Null ist. Dann ergibt sich 
fOr unser Vorzeichen das Produkt 
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und hier brauchen wir den Fall hg =» ht nicht anszoschlielflen, da bei 
dieser Festsetzung das zugehörige fA^,...A„ dann von selbst gleich 
Null wird. 

So hat z. B. in der Determinante fOnfter Ordnung das Glied 
^5 ^8 ^2 ^41 ^4 ^ negative Vorzeichen^ weil das der Permutation 
(*i> ^2? h> K> K) ^ (P> 3, 2, 1, 4) entsprechende Produkt 

(4-i)(4-2)(4-3)(4-5) 

(l-2)(l-3)(l-5) 

(2-3)(2-5) 

(3-5) 
sieben negative Faktoren enthalt. 

Aber schon aus diesem Beispiele erkennt man, dals die Bestim- 
mung der n\ Vorzeichen «*„*,,...*„ anf diesem Wege höchst unbequem 
sein würde. Wir wollen daher aus der Darstellung (2) jenes Vor- 
zeichens zunächst einfachere Bestimmungen f&r dasselbe herleiten. 

Das Produkt «a„ »,,...*„ ui (2) enthalt so viele negative Faktoren 
(hg—hk) als in der Permutation (ä^, ä^, ... ä„) ein früher stehendes 
Element hjt gröfser ist ab ein später stehendes hg, d. h. es enthalt so 
oft einen negativen Faktor, als in jener Permutation ein grölseres Ele- 
ment vor einem kleineren steht. Wir wollen eine solche Vertauschung der 
natürlichen Folge bei zwei GröDsen hg und hk eine Inversion nennen 
und sagen, eine Permutation (h^, h^, ..«An) besitzt ii Inversionen, wenn 
fi Paare (hi, hg) in Inversion stehen. Dann gilt also der Satz: 

Das Vorzeichen des Elementes Uiai ^ht • • • ^nk„ ist* + 1 
oder — 1, je nachdem die zugehörige Permutation (\, h^, ... A«) 
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Inversionen enthali 

Da abo die oben betrachtete Permutation (5, 3, 2, 1, 4) 4 -f 2 -f 1 =7 
Inversionen enthält, so hat das zugehörige Glied das negative Zeichen; 
ebenso hat das zu der Permutation (2, 9, 3, 8, 7, 4, 1, 5, 6) gehörige 
Element der Determinante neunter Ordnung das negative Vorzeichen, 
weil sie l + 7-fl-f5-f4 + l==19 Inversionen enthält. 

Aus dieser Tatsache in Verbindung mit den im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten Eigenschaften der Funktion £a,,...a^ können wir 
nun ein merkwürdiges Resultat herleiten. Wir hatten gesehen, dab 
die Funktion «...ä^...*^... ihr Vorzeichen ändert, wenn man zwei beliebige 
Elemente ha und h^ miteinander vertauscht. Nach dem soeben ge- 
fundenen Besultate wechselt dieselbe Funktion aber das Vorzeichen, 
wenn sich bei jener Vertauschung die AtitaIiI der Inversionen um eine 
ungerade Zahl ändert Also ergibt sich der Satz: 
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Yertanscht man in einer Pennutation (A^^ ^i^ ••• ^n) zwei 

beliebige Elemente ha und hß miteinander, so ändert sieb die 

Anzabl ibrer Inversionen stets um eine ungerade Zabl. 

Da man offenbar Ton der natürlichen Anordnung (1, 2, ... n) der 

n Zablen, bei welcher die Anzahl der Inversionen gleich Null ist, zu 

einer beliebigen Permutation (%iy A|; ... An) stets durch eine Anzahl 

von successiven einfachen Transpositionen gelangen kann, so lalst sich 

das Vorzeichen £At,A„...A„ ftnch durch den folgenden Satz bestimmen: 

Das Vorzeichen «a^, *»,...»„ ist + 1 oder — 1, je nachdem 
man von der natürlichen Anordnung (1, 2,...n) zu der Per- 
mutation (^i; %S7 ••• ^n) durch eine gerade oder durch eine 
ungerade Anzahl von einfiEUihen Transpositionen gelangt. 

Man kann also die Determinante dadurch aus ihrem Anfangsgliede 
t<^i ti^s . . . Unn bilden, dals man die zweiten Indizes durch einfache Trans- 
positionen auf alle möglichen Weisen permutiert und bei jeder einzelnen 
Transposition das Zeichen ändert. 

Hieraus folgt auch zugleich, daüs die Anzahl jener einfachen 
Transpositionen immer gerade oder immer ungerade ist, wie man auch 
den Übergang von (1, 2, ...n) zu (Äi, ä^, ...An) vermittelst Trans- 
positionen machen möge. 

Man kann demnach die n\ Permutationen (%i7 %2> *•* ^n) ^ zwei 
Klassen einteilen, je nachdem die Anzahl ihrer Inversionen gerade oder 
ungerade ist, oder, was dasselbe ist, je nachdem sie aus der ersten 
(1, 2, ...n) durch eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Trans- 
positionen hervorgeht. Wir wollen die einen die geraden, die anderen 
die ungeraden Permutationen nennen. Wendet man auf alle von- 
einander verschiedenen geraden Permutationen eine und dieselbe Trans- 
position an, so erhält man ebensoviele ungerade Permutationen, welche 
alle ebenfalls voneioander verschieden sind. Denn wären von 
diesen etwa zwei einander gleich, so würden sie gleich bleiben, wenn 
man durch die nochmalige Anwendung derselben Transposition wieder 
zn den ursprünglichen Permutationen zurückkehrte. Hieraus folgt, dab 
die Anzahl aller ungeraden Permutationen der aller geraden mindestens 
gleich ist. Wäre man aber von den ungeraden Permutationen aus- 
g^angen, so würde man durch Anwendung derselben Schlüsse finden, 
dals auch umgekehrt ihre Anzahl gleich oder grölser als die Anzahl 
der geraden Permutationen ist. 

Also enthalten beide Klassen gleich viele, nämlich je yn! Per- 
mutationen, und man erhält fiLr die Determinanten n*®' Ordnung den 
folgenden Satz: 
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Die Determinante n^' Ordnnng besteht aus n\ Produkten 
tiiAx^^"-^^i9 ^^^ diesen hat die eine ffilfte das positive, 
die andere das negative Vorzeichen^ je nachdem die zugehörige 
Permutation (Aj; A^, ... A») in die Klasse der geraden oder in 
die der ungeraden Permutationen gehört. 

Zwei Permutationen {\, h^, ...hn) und (&/, Kf- ^n) gehören in 
dieselbe Klasse oder in verschiedene Klassen, je nachdem die eine in 
die andere durch eine gerade oder durch eine ungerade Anzahl von 
Transpositionen übergef&hrt werden kann. Die Entscheidung dieser 
Frage wird sehr erleichtert durch die folgende einfache Überlegung. 

Vertauscht man in einer Permutation (A^, . . . A^; ^-|-i, • • • %») v Ele- 
mente, etwa die v ersten unter ihnen, cyklisch, während die (n — v) 
übrigen ungeandert bleiben, so erhalt man nun eine neue Permutation 
(^, A3, ... Jly, ^; %v4.i, ... An), welche derselben Klasse angehört oder 
nicht, je nachdem v ungerade oder gerade ist In der Tat erkemit 
mau sofort, dafs die cyklische Permutation (h^, %|, ... Ay) oder in leicht 
verstandlicher Bezeichnung die Permutation 

/hl, hf,...K\ 
\Ä|, Aj, ...Äi/ 

ersetzt werden kann durch die Folge der (v — 1) einfachen Transpositionen 

bei denen ja das erste Element allmählich an die v^ Stelle wandert 
ohne dals A,, A,, . . . Ay ihre Aufeinanderfolge verändern. 

Jede cyklische Permutation von v Elementen ist also äqui- 
valent (i^— 1) Transpositionen. 
Nun kann man aus einer gegebenen Permutation (h^fh^y-K) 
jede andere durch cyklische Vertauschung einzehier Gruppen von Ele- 
menten ableiten. Soll z. B. die Permutation 

(9,2,3,7,5,6,1,8,4) in (4,7,2,3,5,1,9,8,6) 

übergeführt werden, eine Aufgabe, welche durch 

/9, 2, 3, 7, 5, 6, 1, 8, 4\ 
V4, 7, 2, 3, 5, 1, 9, 8, 6/ 

bezeichnet werden kann, so beginne man mit dem ersten umzustellen- 
den Elemente 9, welches durch 4 zu ersetzen ist, und durchstreiche 
dann die 9; hierauf suche man die Zahl 4 in der ersten Permutation 
auf, welche in 6 übergeht, und durchstreiche die Zahl 4, und &hre 
so lange fort, bis man vneder zu der Anfangszahl 9 in der oberen Beihe 
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zurückgelangt ist. Die so erlangten Zahlen schreibe man der erhaltenen 
Folge gemäls in einen Gyklns. Dann gehe man von der ersten noch 
nicht dnrchstrichenen Zahl der oberen Reihe ans, bilde in gleicher Weise 
einen zweiten Gyklns nnd &hre so lange fort, bis alle Ziffern durchstrichen 

sind. So kann jede Permutation (iV ir' '* i.W ^ ^^® Beihe einfacher 

cyklischer Permutationen zerlegt werden. In unserem Beispiele erhalt 
man so die Gleichung 

WO die beiden einfachen Gyklen (5) und (8) bedeuten, dab jene Ziffern 
ungeändert bleiben. Da nun jene Gyklen Ton je 4, 3, 1 und 1 Ele- 
menten bezw. 3, 2, imd Transpositionen äquivalent sind, deren 
Gesamtanzahl 5 ungerade ist, so gehören jene beiden Permutationen 

in yerschiedene Klassen. Zerffillt eine Permutation (i ,'"*,?) in 

Ä; Gyklen von bezw. a^, a^, ...a^ Elementen, so beweist man genau 
ebenso, dafs sie 

(ai-l) + (a^-l)+...+ (a*-l)-n~ÄJ 

Transpositionen äquivalent ist; je nachdem also (n — k) gerade oder un- 
gerade ist, gehören (A^, ...A«) und (ä{, ...Äi) in dieselbe oder in yer- 
schiedene Elassen. 

Hieraus folgt sofort, dafs f£b- ein Produkt thhiUtht • » - ^h^ das 
Vorzeichen 
(2b) «*„»„...»„ -(-1)"-* 

, ' - ' *" , ) in * Gyklen zerfallt. 
Ai, A„...Ä„/ 

§4. 

Wir wollen endlich noch eine letzte und allgemeinste Bestimmung 
des Yorzeichens «Ax, «,,... a„ geben, welche erkennen labt, daCs gerade 
dieses Vorzeichen erst durch die Determinantentheorie geschaffen wurde. 

Wir wählen irgend ein spezielles System (aa), von welchem wir 
nur voraussetzen, dafs seine Determinante einen von Null verschiedenen 
Wert hat, also z.B. das Einheitssystem (£). Es seien wieder F^, F,, . . . F» 
seine n Vertikalreihen, und es werde durch | ä^, ä,, . . . Ä^ | die Determinante 
desjenigen Systemes bezeichnet, dessen Vertikalreihen bezw. F^^, F^,, ... F«^ 
sind; hier bedeuten \,\,...hn gewisse unter den Zahlen 1, 2, ...n, 
welche entweder alle voneinander verschieden sind, oder auch zum Teil 
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einander gleich sein können^ so dals also die Determinante des Ursprung- 
liehen Systemes die Bezeichnnng |1, 2^...n| erhalt. Dann erkennt 
man sofort^ dals für jede Permntation (h^, ... hn) 

n\ * _ W, ^, ... ^i 

W «Ai,Ä«...*n- |i, 2, ...n| 

isi In der Tat folgt ja aus den Fundamentaleigenschaften der Deter- 
minanten n^' Ordnung, dafs dieser Quotient die folgenden drei Eigen- 
schaften hat, welche f&r die Zahlen Shj,htt...h„ charakteristisch waren: 

L «i,j,...n=l. 

n. Sf^,hi,..,h^ wechselt sein Zeichen, wenn zwei Indizes ht und ht 
miteinander vertauscht werden. 

m. Sj^^.,.h^ yerschwindet, wenn zwei Indizes hi und hk einander 
gleich sind. 

Damit ist unser Beweis in seinem vollen Umfange erbracht, 
und wir erhalten die folgende Darstellung einer jeden Determinante 
n*®' Ordnung 

(2) '««"'"^' 'll'.a'.V.VH' ^*' "'*'•••"■*"• 

Man kann von der allgemeinen Gleichung (1) ausgehend auch 
leicht zu der früheren Darstellung des Vorzeichens «»i,*„...*^ zurück- 
kehren. Es seien 0i, z^, ...0n unabhängige Veränderliche; dann wählen 
wir für die Determinante { 1, 2, . . . n | die folgende von CoMchy zuerst 
untersuchte Determinante n^ Ordnung 

1, 1, ...1 

Z^j 0j, ... 0n 

^i; ^%} • • • Ä 



(3) F{z,,z,,...zn)^ 



z--\ £(;-S...0;-i 



= \zl ^1 (r,# = l,8,...ii). 



Es ist leicht, ihren Wert anzugeben. Setzt man nämlich irgend zwei 
Variable Zg und Zk einander gleich, so verschwindet die Determinante^ 
weil dann die beiden Kolonnen Vg und Vjt einander gleich werden. Also 
ist F(Zi, z^^...Zf) eine ganze ganzzahlige Funktion der n Variablen s^ 

welche durch jeden der —^ — - Linienfaktoren 

teilbar ist. Also enthält F auch das Produkt derselben, d. L es be- 
steht eine Identität 
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(3a) I jer'~^ | =: 9(zi, . . . en)YJ(ffff— ej) (i^.*=i,«,...«), 

wo $ ebenfaÜB eine ganze ganzzahlige Funktion ikrer Argomente ist. 
Ersetzt man nnn in dieser Identität allgemein ßi durch tüi^ wo t 
eine nene Variable ist, so multipliziert sich | e*J~^ \ mit 

weil in dieser Determinante die Elemente der i^^^ Zeile mit ^'~~^ mnltipli- 

ziert werden; und da das Produkt der — ^-^ — - Linearfaktoren rechts 

denselben Faktor enthalt^ so folgt, dals die noch unbekannte Funk- 
tion eine ganze ganzzahlige homogene Funktion der nullten Dimen- 
sion Yon 0^,...sfn, d.h. eine ganze Zahl C ist; es ist demnach 



(3b) iC'Hc.n(.,-.,)« (^-i-^i)(^«-^-^*)- 

um die Eonstante C zu finden, beachten wir, dafs das Diagonalglied 

auf der linken Seite den Eoeüfizienten Eins hat, und dals dieses Glied 
in der Determinante sonst nicht anftritt. Suchen wir nnn in der Ent- 
-widcelnng des Produktes rechts dasselbe Glied, so besitzt es offSanbar 
den Koeffizienten (7, d. h. es ist C7 = 1. Also ergibt sidi 

|1, 2,. ..n| = |4,«j,...«il=Jj[" («,-«») (i-o,i,...«-i). 

Ersetzt man nun «^, . . . 0« durch e/^,... g/^, wodurch die Determinante 
1 1, 2, ... n I in | A^, %,, . . . A« | übergeht, so folgt 

|Äi, Ä,, ••• *»| - K, ••• «i,| = TT(%- «*j), 

und man erhalt ftir das Vorzeichen Stt,...«, den Ausdruck 

welcher f&r variable 0^,...£fn jenes Vorzeichen darstellt. Setzt man 
speziell ^^«1, jer^a 2, ... £r,i»n, so erhalt man endlich die Gleichung 

Kroneoker, I>etermin»Bt«n.' 20 
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(4a) «*..*..-. *n=J7 (7^)' 

ZU welcher wir auf S. 295 Nr. (6) dorcli direkte Berechnui^ gefÜirt 
worden waren. 

Zum Abschlnfs dieser auf die Darstellung der Determinanten be- 
züglichen Bemerkungen werde noch erwähnt^ dafs man ans der Foimel 

allein alle acht Eigenschaften der Determinanten herleiten kann, welche wir 
auf S. 298 und 299 durch die Untersuchung der Losungen yon n linearen 
Gleichungen gefunden hatten. Doch soll an dieser Stelle nicht naher 
auf die Begründung dieser Behauptung eingegangen werden. 



Achtzelmte Yorlesnng. 

Die charakterisÜBchen EigenBchaften der Determinanten in vereinfachter Darstellung. 

— Die Funktionen 9 (ugh) der mn Elemente einer Matrix. -- Das Mnltiplikations- 

theorem für zwei Matrizen. — Anwendungen. — Die abgeleiteten Systeme. — 

Das Fundamentaltheorem für die Komposition der abgeleiteten Systeme. 

§1- 

Im § 1 der siebzehnteii YorleBnng hatten wir ein Yollstandiges 
System charakteristischer Eigenschaften der Determinanten kennen ge- 
lernt. Wir hatten nämlich den Satz bewiesen: 

Eine Funktion S(Ugj^ der n' Elemente eines quadratischen 
Systemes 



Ka) ' 



^n> '^if --.War 



(I) unterscheidet sich von der Determinante \Ugk\ nur nm einen 

Yon den Elementen Ugk unabhängigen Faktor^ wenn sie die 
beiden folgenden Eigenschaflien hat: 

1. Sie ist linear und homogen in den Elementen einer jeden 
Horizontalreihe. 

2. Sie ändert bei der Yertauschung der Elemente zweier 
Horizontalreihen nur ihr Vorzeichen. 

Wir wollen diesen Satz im folgenden verallgemeinem und ihn 
dann für die Untersuchung aller tiefer liegenden Eigenschaften der 
Determinanten benutzen. 

Zunächst können wir jene beiden Fundamentaleigenschafben auch 
folgendermaGsien aussprechen: 

Eine Funktion @(Ugi^)^ @(S^, JB^,...Hn) unterscheidet 
sich von der Determinante nur durch einen von den Ele- 
menten Ugi^ unabhängigen Faktor^ wenn sie 
(la) 1. linear und homogen ist in den Elementen einer jeden 

Zeile^ und 
2. wenn sie yerschwindet; sobald man die Elemente einer 
Zeile Hi durch die Elemente irgend einer anderen ersetzt. 

20* 
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In der Tat beweist man genau ebenso wie auf S. 126, dais ans 
der zweiten Eigenschaft in (la) unmittelbar die zweite Eigenschaft 
in (T) folgt. Betrachtet man nämlich z. B. die nach (2) in (la) iden- 
tisch verschwindende Funktion &(H^ + H^, H^ + H^, JB,, ...Hn), so 
ergibt sich unter Benutzung der Tatsache, da(s homogen und linear 
ist in den Elementen der ersten und zweiten Zeile, auch hier die 
Gleichung 

+ 0(H^, S,,...Hn) + 0{B^, J^, . . . fi,); 
nach Weglassung der drei nach (la) (2) verschwindenden Funktionen 
folgt also in der Tat 

und ebenso wird der Beweis für je zwei Horizontalreihen gef&hrt. 

Wir wollen nun den Satz (I) durch das folgende äquivalente 
Theorem ersetzen, welches weniger Voraussetzungen erfordert. 

Eine Funktion 0(UgH) ist gleich C\Ugk\f wenn sie 

1. linear und homogen ist in den Elementen der ersten 
(Ib) Zeile H^, und wenn sie 

2. bei der Yertauschung der Elemente von H^ mit den ent- 
sprechenden Elementen einer der Zeilen E^, H^, ...Hn 
nur ihr Zeichen ändert. 

Aus der Voraussetzung nämlich, dafs 0(ugj^ eine homogene lineare 
Funktion der Elemente «n, . . . Wi« von H^ ist, folgt nämlich durch Ver- 
tauschnng von H^ mit Hi unter Benutzung der zweiten Voraussetzung^ 
dais — 0(ugi^) und also auch 0(Ugi^) selbst homogen und linear in den 
Elementen von Ht ist, d. h. die erste Voraussetzung in (I) ist eine 
Folge von (Ib). Um dasselbe för die zweite Voraussetzung von (I) 

zu beweisen, beachten wir nur, dafs jede Vertauschung \jJ) zweier 
beliebigen Horizontalreihen ersetzt werden kann durch die drei hinteiv 
einander angewendeten Vertauschungen ( i/) ( z/) ( i^M 5 döiui l^ei diesen 
Zeilenvertauschungen geht ja 0{H^, . . . fli, • • • St, . . .) successive über in 
Ä(J2i,...J2i,...-Hi,...), Ä(jHi,...jHjfc,...J3j,...), Ä(J9ri,...fli,...Bi,...), 
und hieraus folgt in der Tat, daCsi 0(Ugh) auch wirklich bei der Zeüen- 
vertauschung ( ^M nur das Zeichen ändert. 

Natürlich gelten die Sätze (I), (la), (Ib) auch in Bezag auf die 
Vertikalreihen des Systemes (ug^). 
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§2. 

Wir wollen nun diese Sätze folgendermafBen yerallgemeineni: Statt 
eines quadratischen Sjstemes betrachten wir eine rechteckige Matrix 
Yon mn Elementen 



(1) 



Ka) = 



WO m = n sein kann. Wir bezeichnen wieder mit H^^ j5^; . . . Hm nnd 

Fl, Fg,... Fn ihre Horizontal- nnd Vertikalreihen nnd wollen zu- 
nächst m^n annehmen; der Fall m> n wird nachher leicht auf 
diesen reduziert werden 

Auch hier suchen wir eine Funktion &{ugk), welche die beiden 
folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist eine lineare homogene Funktion der n Elemente tiiif...Ui„ 
der ersten Horizontalreihe. 

2. Sie ändert bei der Yertauschung der ersten Zeile H^ mit irgend 
einer anderen nur ihr Vorzeichen. 

Eine immittelbare Folgerung aus diesen beiden Eigenschaften ist 
dann nach den soeben durchgeftlhrten Betrachtungen^ dafs &(Ugh) eine 
homogene lineare Funktion der Elemente einer jeden Zeile Hi^ also 
eine ganze rationale Funktion aller mn Elemente Ugj, ist^ und dals sie 

bei jeder Zeilenyertauschung (jljihi Vorzeichen ändert. 

Wir können zunächst eine ganze Anzahl von speziellen Funktionen 
dieser Art angeben und wir werden dann zeigen^ dafs und wie sich 
die allgemeinste Lösung unserer Aufgabe aus jenen Einzellösungen 
zusammensetzt. 

Lassen wir zunächst aus den n Vertikalreihen F^, F^, ... F„ die 
(n — ni) letzten fort, so erhalten wir ein quadratisches System 



(F„F3,...F.) = 



«*ii» 



.^1; 



Wl« 



von m^ Elementen, dessen Determinante 

offenbar die beiden yerlangten Eigenschaften besitzt; denn sie ist eine 
lineare homogene Funktion von w^, ..•«!»», Wi,m-fi> ...«*i«^ in der nur 
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die Eoeffizienten von Ui,m+i9 ••• t^m ^^ srnd, xmA sie ändert ilir 
Yorzeichen bei jeder Yertausclinng zweier Zeilen Hi und Hu der 
Matrix (1). 

Ans dem Systeme (ugk) kann man dordbi Fortlassmig von je (n — m) 
Yertikalreihen im ganzen 

_ n(n-l)(n-2)...(n-w + l) 

ft — «m — 1 .2.3 t: ;ii 

quadratische Systeme von je m^ Elementen 

herleiten, wenn (hi, h^y.K^ alle n^ Kombinationen von je m nnter 
den n Zahlen (1, 2, . . . n) ohne Wiederholung bedeutet Wir wollen diese 
Kolonnenkombinationen stets in der natürlichen Reihenfolge , d.h. so ge- 
ordnet yeraussetzen, dals 

ist Diesen Systemen entsprechen dann die fi»nm Determinanten 

in., F^,...F^|. 
Wir wollen dieselben durch 

A,A, ..-Da. 
bezeichnen und bei dieser Numerierung die folgende ein f&r allemal 
fest anzunehmende Reihenfolge voraussetzen. 

Yon zwei Kombinationen 

(hiyh^,...hm) und (Äf, Ä^, ... Äi) 

wollen wir die zweite dann als die spätere bezeichnen, wenn 
von den Differenzen h[—hi, Ä^ — Ä,, ... die erste nicht ver- 
schwindende positiv ausfallt 

Ist dann von drei solchen Kombinationen die zweite später als die 
erste und die dritte später als die zweite, so ist offenbar auch die 
dritte später als die erste. 

Für die Matrix 

'«♦lU ^12 f «*i8, ihAf Wig' 
««811 «S»> Wj8. ««84. ««86 
^WSU ««M; ««58. ««B4; ««85 

K A 11 

würden bei dieser Anordnung den ' ' = 10 Determinanten Dj, . . • D^^ 
die folgenden Indexkombinationen entsprechen 

(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5), 
(2,4,5), (3,4,5). 
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Sieht man hier die Indizes als Ziffern dreistelliger Zahlen im deka- 
dischen Zahlensysteme an, so ist die Anordnung derart^ daGs die zu- 
gehörigen Zahlen eine zunehmende Reihe hilden; und das Analoge gilt 
im allgemeinen Falle^ wenn man (h^, %|, .-.^n) als die Ziffern einer 
Zahl ansieht; welche in einem Zahlensysteme mit irgend einer Ghimd- 
zahl g> n gebildet ist. Wir wollen daher die dieser Ordnung ent- 
sprechende Numerierung der Determinanten Dt als die arithmetische 
oder die natürliche Aufeinanderfolge bezeichnen. 

Es sei mm (ugh) ^üie Matrix von m Zeilen und n Eolonnen^ und 
J)if J)if ' " Dfi seien die ft = w^ zugehörigen Determinanten w*®' Ordnung^ 
wobei Hm = ist; falls m> n sein sollte. Sind dann C^y.,,Cf^ fi will- 
kürliche Konstanten; so erkennt man unmittelbar; dais die Funktion 

(2) D==C^D^+C,D,+ '+C^D^ 

genau ebenso wie die vorher betrachtete Funktion D^ die beiden 
folgenden Eigenschaften hat: 

1. Sie ist eine homogene lineare Funktion der Elemente der ersten 
Horizontabeihe von (m^ä). 

2. Sie ändert nur ihr Zeichen; wenn man die erste Zeile mit irgend 
einer anderen vertauscht 

In der Tat kommen ja beide Eigenschaften jeder von diesen 
[i Determinanten D^; . . . D^ zu. 

Wir beweisen jetzt; dals auch umgekehrt jede Funktion 

®(F„F.,...F„) = ©(tt,») 

der mn Variablen Ug^, welche diese beiden Eigenschaften hat; stets in 
der Form (2) darstellbar ist. 

In der Tat, besitzt die Funktion ö(Fi, 1^,... F„) jene beiden 
Eigenschaften; so behalt sie dieselben auch; wenn man gewissen unter 
den mn Variablen w^^ beliebige spezielle Werte beilegt. Wir setzen 
nun alle Elemente der VertikaJreihen Vm+i, F^+s;... F« gleich NulL 
Dann hangt die Funktion 0{V^,,,, Vm] 0)...0) nur noch von den 
m^ Elementen der ersten Determinante D^ ab und besitzt in Bezug 
auf diese die beiden in (1) und (2) angegebenen Eigenschaften. Also 
mufs nach dem auf S. 308 bewiesenen speziellen Satze (Ib) 

Ö(F,;...F^;0;...0) = C,A 

sein; wo C^ einen Zahlenfaktor bedeutet. Ersetzt man in dieser 
Identität das System (F^;... Fm) durch das zugehörige Einheitssystem 
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-Bi= 



fl,0,...0, 0,...0) 

0, i,...o, o,...o 



lo,o,...i, 0,...0j 

und beachtet, daüs dann jD^ => 1 wird, so ei^bt sich 

Femer hat aber die nene Funktion 

(3) Ö,K») = »(F„ ... F,) - Ö(^)- A 

dieselben beiden Eigenschaften, aber aufserdem noch die weitere, dals 
sie verschwindet, wenn die Vertikalreihen F«+i, Vm+2, ... 1^ gleich 
NoU gesetzt werden. 

Wir nntersnchen jetzt diese nene Funktion 9i{Ug^ weiter und setzen 
in ihr alle Vertikalreihen, auTser Fj, T^, . . . F»— i, Fn+i gleich Null, 
welche der zweiten Determinante D^ entsprechen. Dann ergibt sidi 
ganz ebenso, dafs 

sein nmJj9; oder wegen (3) erhalten wir fiLr die ursprüngliche Funk- 
tion die Gleichung 

«(Fl,... F«-i, 0, F„+i, 0,...0)-C,A• 
üm die Eonstante C^ zu bestimmen, ersetzen wir in dieser Identität 
die Elemente der Vertikalreihen Fj,... F»_i, Fn+i durch das zu 
ihnen gehörige Einheitssystem. Bezeichnen wir dasselbe entsprechend 
durch E^ und beachten wir, dafs dann die Determinante Dg == 1 wird, 

Also ergibt sich jetzt, dab die neue Funktion 

»^K») = öiK») - »(-Ei) A= «K») - (ö(JB,)A+ ö(^)A) 

ebenfalls die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt, und daCs sie 
aufserdem verschwindet, wenn entweder die (n — m) Vertikalreihea 
Fn+i, ... F« oder die (n — m) Vertikalreihen Vm, F^+j, ... F« gleich 
Null gesetzt werden. Fahrt man nun in derselben Weise fort, so er- 
halt man zuletzt eine Funktion 

welche die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt, und aufiserdem 
verschwindet, wenn man alle Elemente irgend welcher (n — m) 
Vertikalreihen gleich Null setzt 
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Eine solche Funktion muls nnn identisch Nnll sein. In der Tat^ 
enthielte ^fiiu^h) &uch nur ein von Null yerschiedenes Element^ so 
mülBte es die Form haben 

weil ja Sft nach der Yoraossetznng homogen und linear in den Ele- 
menten von H^, H^y,..Hm ist. Setzt man aber in Ö^ alle Vertikal- 
reihen anber F^,, Fa,, ... Fa^ gleich Null, so yerschwindet ©^ nach 
der Voraussetzung identisch, wahrend das Produkt tixA^; ... timA^ ^^in- 
geändert bleibt. Es müJste also entgegen unserer Voraussetzung der 
Koeffizient Oa,,...a^ Null sein; unsere Behauptung ist demnach in ihrem 
Yollen umfange erwiesen 

Sind (M^f M^y ... Jfr) r ganze Funktionen beliebig vieler Variablen, 
und ist M eine andere Funktion, welche durch jene linear und homogen 
mit konstanten Eoejffizienten, d. h. in der Form 

dargestellt werden kann, so sagen wir, M enthält das Modulsystem 
{M^y M^y . . , M^, unter Benutzung dieser Bezeichnung können wir 
das soeben gefundene B>esultat in dem folgenden Satze aussprechen: 

Eine Funktion der mn Elemente {ug^ einer Matrix, 
welche: 

1. homogen und linear in den Elementen der ersten Zeile 
H^ ist, und die 

2. nur ihr Vorzeichen ändert, wenn man die Elemente der 
ersten Horizontalreihe mit den entsprechenden irgend 
einer anderen vertauscht, 

enthält das Modulsystem (D^, D,, ... D^), welches aus den 
f( =» nm Determinanten m^^ Ordnung der Matrix (ug^ ge- 
bildet ist. 
Ist speziell w > w, so ist ^ = w^ == 0; die Matrix {ug^ enthält 
dann gar keine zugehörige Determinante m^^ Ordnung. In diesem 
Falle existiert also keine von Null verschiedene Funktion &{Ugh)y welche 
die beiden Eigenschaften 1 und 2 besitzt. 

Gbmz ebenso zeigt man, dals der soeben f&r die Horizontalreihen 
einer beliebigen Matrix bewiesene Satz auch fOr ihre Vertikalreihen 
gilt; nur treten dann eben an die Stelle der ^»nm Determinanten 
w*®' Ordnung Dj, Dg, ... 2)^, welche man aus {ug^ durch Weglassung 
von je (n — ni) Vertikabeihen erhält, die 

w (m — 1) , ... (w — n -f- 1) 



mn- 



1 2, 
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Determinanten n^"" Ordnung \j A,, . . . Ay^ welche man ans {ugi^ durch 

Weglassung von je (m — n) Horizontalreihen erhält. 

Eine Funktion H(Ug^^ welche in Bezug auf die erste 
Yertikalreihe F^ einer Matrix (u^a) homogen und linear ist 
und bei jeder der (n — 1) Vertauschungen (F^, F<) nur ihr 
Zeichen ändert^ ist also stets in der Form 

darstellbar, wenn E^j ... Ey die zu den Systemen yon A^, ... Ar 
gehörigen Einheitssysteme bedeuten. 

Ist m Yon n yerschieden, so ist stets eine der beiden Anzahlen 
ntn und Mm gleich Null. Ist dagegen m = n, so sind beide Zahlen 

Eine Funktion ©(w^a) der mn Variablen (w^a), welcher 
die beiden oben angegebenen Eigenschaften sowohl in Bezug 
auf die Zeilen als auf die Kolonnen der Matrix (u^a) zu- 
kommen, ist also stets gleich Null, es sei denn, dals m=^n, 
dais also das System (Ug^) quadratisch ist. In diesem letzten 
Falle ist notwendig 

WO C=9(E) eine Konstante bedeutet. 

Wir zeigen endlich noch, dals jede Funktion ©(m^a) der mn Ele- 
mente Ugk, welche die beiden Eigenschaften 1 und 2 auf S. 313 
hat, stets eine unzerlegbare Funktion ihrer Argumente ist. Wäre 
nämlich &(ugh) gleich dem Produkte 9i{ugk)'9f{Ugh) zweier in den 
Ugk ganzen Faktoren, so folgt aus der ersten Eigenschaft von 0, dab 
derjenige Faktor, welcher auch nur ein Element einer Zeile Ei ent- 
hält, alle Elemente (Uii,...Uin) dieser Zeile enthalten mufs, während 
der andere Faktor von den Elementen dieser Zeile unabhängig ist; 
andernfalls könnte nämlich das Produkt ^^ 9^ nicht homogen und linear 
in den Elementen von Ei sein. 

Ist femer das System (u^a) quadratisch, so ist Ö(w^a) = C|u,a ^ 
und die Determinante besitzt dann die Eigenschaften 1 und 2, also 
auch die soeben aus ihnen abgeleitete, sowohl in Bezug auf die Zeilen^ 
als auch für die Kolonnen des Systemes (m^a)- Wäre nun | Ugs | gleich einem 
Produkte 9^0^ von zwei ganzen Funktionen von (m^a) und enthielte S^ 
auch nur ein Element von Ei, so müfste 9^ nach der soeben ge- 
machten Bemerkung alle Elemente (un, ua, ...Uim) dieser Zeile ent- 
halten; da aber dann dieser erste Faktor je ein Element aller Vertikal- 
reihen F^,... Vm enthält, so müiste er, da der oben für die Zeilen 
bewiesene Satz hier auch für die Kolonnen gilt, auch jedes Element 
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aller Eolonnen enthalten, d. h. S^ mülste yon allen Elementen un- 
abhängig oder eine Eonstante sein. Da aber \Ugk\ anch keinen Zahlen- 
faktor enthält, so gilt zunächst der Satz: 

Die Determinante \Ugh\ ist eine irreduktible Funktion 
ihrer m^ Elemente. 
Die allgemeinste Funktion ^(Ug^) von mn Elementen ist nun 
ebenfalls linear, aber nicht homogen in den Elementen von jeder ihrer 
n Yertikalreihen, und hieraus folgt genau ebenso wie fiLr den Fall 
m = n, dals ein Faktor 6^, der auch nur ein Element einer Kolonne 
Vk enthält, alle Elemente von Vi enthalten muTs. Hieraus ergibt sich 
genau wie vorher die Irreduktibilitat jeder Funktion 0{Ugf). 



§3. 

Wir wollen den im vorigen Abschnitte bewiesenen Fundamental- 
satz zunächst benutzen, um das Multiplikationstheorem fOr komponierte 
Systeme in seiner allgemeinsten Fassung zu beweisen. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke zwei rechteckige Systeme 



(1) 



(«*<*)= 



«*ii> 



«1. 



Wml, 



Um« 



(«*.) ■ 



''lU 



Vu 






.) 






:],8, ...m 



• Vnm 



von denen das erste m Horizontalreihen Hi und n Yertikalreihen F«, 
tmd das zweite umgekehrt n Zeilen Hk und m Eolonnen Vi hat. 

Wir komponieren diese beiden Systeme in der auf S. 284 an* 
gegebenen Weise und erhalten so ein quadratisches System von m^ 
Elementen, welches mit Hilfe der früher benutzten Bezeichnungsweise 
folgendermatsen geschrieben werden kann 



(2) 



{Wii)-^(Uii)(Vki) 



wo allgemein 



H,VIH,VI,...H,VL 
77 F' TT F' TT V^ 



/»,J = l,2,...m\ 
\ i = l,2,...n/^ 
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(3) 



Wii = Ei V{ =^ uaVki 



ist. Wir bilden nnn die Determinante | Wu \ nnd untersuchen ihre Ab- 
hängigkeit Yon den Elementen ua iind v^i der beiden Komponenten 
iuij) und (vki). 

Man erkennt nun sofort; dafs jede Determinante \Wii\ nach dem 
auf S. 313 bewiesenen Satze das aus den Determinanten ntf^^ Ordnung Ton 
(«*.*) gebildete Modulsystem (D^, JDj, . . . D^) enthält; denn aus der 
Darstellung (2) von {Wi^ folgt, dafs | Wu \ eine homogene lineare Funk- 
tion der Elemente Un der ersten Horizontabeihe H^ Ton \ua\ ist, weil 
ja H^ nur in der ersten Zeile yon {wii) auftritt. Vertauscht man aber 
zweitens in (w^) H^ etwa mit Ä-, so vertauscht sich in dem kom- 
ponierten Systeme offenbar ebenfalls die erste mit der r^^ Zeile , d k 
seine Determinante ändert nur das Vorzeichen. Also besteht wirklich 
eine Gleichung 

(4) |w;nHCiA+C'8A + --+C'/.D^, 

in welcher die Koeffizienten Ci,...Cfi von den Elementen des ersten 
Systemes unabhängig sind. 

um nun z. B. den ersten Koeiffizienten Cj in (4) zu bestimmen, 
beachten wir, dafs Ci=Ö(jBi) ist, d.h. gleich dem Werte von \Wii\, 
welchen man erhält, wenn man das KoefQzientensystem (utk) durch 
das zugehörige Einheitssystem 

fl,0,...0, 0,...0^ 
0, 1,...0, 0,...0 



V* = l,2,. 



(5) ^i=(*a) 

0,0,...l, o,...o 
ersetzt, wo hier, wie stets im folgenden 

(5a) *a = (i^Ä), *„-l 

gesetzt wird. 

Komponiert man nun dieses spezielle System (5) mit {Vki), so er- 
gibt sich allgemein 



} 



t€i 



, = Ei V! =^ 9aVn=-^ SnVii + • • • + SaVn + • • • + *<««„» = 



Vit, 



d. h. das komponierte System wird gleich dem aus den m ersten 
Horizontalreihen von (vki) gebildeten Partialsystem. Also ist C^ gleich 
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der Determinante A^^ welche ans den m ersten Zeilen (H^, . . . jEm) 
von (vki) gebildet ist. 

Es sei jetzt allgemein 

^i = I ^hf ^H> -' ^H» I 

irgend eine Partialdeterminante des ersten Systemes (un), welche aus 
den Elementen der Vertikalreihen Vi^, . . . Vt^ gebildet ist, imd 

sei die Partialdeterminante von (Vki), welche zn den entsprechenden 
Horizontalreihen Si[, . . . H/^ gehört. Dann beweist man sehr leicht, 
dafs der Eoef&zient d von Dj.in (4) gleich A^ ist. Vertauscht man 
nämlich in der Eompositionsgleichung 

links und rechts zwei Vertikalreihen V^ und Vi des ersten Systemes 
(ua) miteinander und zugleich dieselben Horizontalreihen Hl und Hi 
des zweiten Systemes, so ändert sich die Determinante \iVii\ nichts 
weil in dem zugehörigen Systeme (Wi^ sowohl die erste und die 
Js^^ Zeile, ab auch die erste und die %^ Kolonne miteinander yertauscht 
werden. 

Macht man nun in jener Eompositionsgleichung die folgenden 
2 m Vertauschungen 

Fl mit Fi,, Fj mit F^, . . . F« mit F^ 

-Hl w ^L S^ n -B^y • • • Ä jy -ff4' 

SO treten in beiden Eomponenten (ua) ^uid (Vki) die zu Di und A^ ge- 
hörigen Systeme an die erste Stelle, und da sich dabei \Wii\ nicht 
ändert, so folgt nach dem soeben bewiesenen Satze, daJb in der trans- 
formierten, also auch in der ursprünglichen Determinante \Wii\ der 
Koeffizient yon Di gleich A^ ist. 

Es ergibt sich also die folgende Fundamentalgleichung f&r die 
Determinante eines aus zwei rechteckigen Matrizen komponierten 
quadratischen Systemes 

(6) |t(;«| = |(tt,*)(v*OI = A^i+ A^+-+-D^Am, 

-wenn Di,,,.D^ und A|,...A^ die Partialdeterminanten der beiden 

Komponenten in ihrer natürlichen Beihenfolge bedeuten. 

Wir wollen zuerst einige unmittelbare Folgerungen aus diesem 
Satze angeben. 

Ist speziell m — n, sind also beide Eomponenten quadratische 
Systeme, so ergibt sich der gewöhnliche Multiplikationssatz 

(6a) \(Uijt)(vjti)\^\Uik\'\vkt\. 
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Ist dagegen m>n, so wird in (6) die rechte Seite Nnll^ d. k es ist 

(6b) |ic^«| = |(wa)MHO. 

Es sei femer das System T^(vki) zu 8=^(ua) konjugiert, 
d. h. es möge die Matrix T aus 8 durch Yertauschung der Zeilen mit 
den Kolonnen entstehen, so dafs also T=^S und 



(7) {wii)^88-> 









**lll •fsii 


. .. tl^l 


«*n, w,„ . . 


. Uin 




««U. «12. 


• .. t«MS 


Wji; W„, . . 


. Uin 


• 








.Wml, Ufni, . . 


• Um«, 











Uin, Uin 



Umn 



ist Dann sind auch die Partialsysteme m^^ Ordnung von {vki) zu dem 
entsprechenden von (t^^) konjugiert und ihre Determinanten A,- den 
entsprechenden Determinanten Di gleicL Dann erhält man also die 
Gleichung 

(7a) |SS|-2)J + 2)| + ... + D*. 

Sind die Elemente Yon 8 « (Uik) reelle Grolsen, so ist also die Deter- 
minante des Systemes \8'8\ nur dann gleich Null, wenn alle seine 
Partialdeterminanten m^' Ordnung verschwinden. 
Es sei z. B. 

also jS = 






so ist 



61, 6, 



|SS 



^ I aj + &| + cj , ai«, + &i6j + CjCj 
"" I aiaj + 616, H-CiCj, a| + &| + cj 



(7b) 



und man erhalt die sehr häufig benutzte Identität 

(aj + 6J + cj) (aj + 6J + c|) - (a,a, + M, + c,c,)^= (aA - a»ii)* 

Sind l^ und 2^ zwei beliebige gerade Linien im Baume, und 
aj = cos Qi, x)f &i = cos (Z^, y), c^ « cos (Zi, jbt) 
a3j=cos(Z„ x), &, = cos(Z„ y), C| = cos(Z8, z) 

die Kosinus der Winkel, welche sie mit drei rechtwinkligen Koordi- 
natenachsen bilden, so geht die linke Seite der Gleichung (7 b) über in 
1 — cos^ (Zj 2,) "^ B^' Ol h)f ^^^ ^''^ erhält die Gleichung 
(8) ain»(^ü-Z(a,6,-a,6,)». 
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Die rechte Seite Yerschwindet nur dann^ wenn 

«1 ^1 «• 

ißt; und aus der Gleichung af + 6j4-<^'=«öt| + 6| + c|s 



:1 folgt i==±l. 



Es ist also nur dann sin (l^ l^) » 0, wenn l^ dieselbe oder die entgegen- 
gesetzte Richtung hat wie Zj^; diese Tatsache wird durch die geometrische 
Anschauung in Evidenz gesetzt. 

§4. 

Die soeben gefundenen Sätze wollen wir nun zur Untersuchung 
der mit einem Systeme zusammenhängenden sogenannten abgeleiteten 
Systeme benutzen. Die hier sich ergebenden Resultate bilden die 
Grundlage für die Theorie der Transformation der Systeme und Formen 
ineinander. 

Es sei 

(1) ^=(Wi»,j) (A2=-1,«,...«) 

ein beliebiges System von n' Elementen. Der Fall^ dafs 8 eine recht- 
eckige Matrix ist, braucht nicht besonders untersucht zu werden, da 
die hier auszuführenden Operationen und die aus ihnen sich ergebenden 
Resultate auch fOr diese ihre YoUe Geltung behalten. Man kann die 
Untersuchung einer Matrix von m Zeilen und n Kolonnen ohne weiteres 
auf die eines quadratischen Systemes reduzieren, wenn man dieses durch 
HinzufCLgung einer Anzahl Yon Zeilen oder Kolonnen, die lauter Nullen 
enthalten, zu einem quadratischen Systeme er^Lnzt. 

Wir wollen nun in diesem Systeme (n — r) nach Belieben ge- 
wählte Zeilen und ebensoYiele Kolonnen unterdrücken. Dann bleibt 
ein System Yon r Horizontalreihen und ebensoYielen Yertikalreihen 
übrig. Die Determinante dieses Systemes wird die folgende Form haben 



(2) 



Vi^, Fj^, ... F,^) die zugehörigen Horizontal- 



wenn (5i„ Sj^, • • • Äb^ | 
und Vertikalreihen sind. 

£!s sei die Zeilenkombination Qc^, Jc^, . , . K) iu der natürlichen 
Beilieiifolge aller Kombinationen der Zahlen (1, 2, ... n) zu je r die 
p*^, und ebenso sei die Kolonnenkombination (li,li,." Ir) iu der natür- 
lichen [Reihenfolge aller derartigen Kombinationen die q^. Dann soll 
die obige Determinante r*®' Ordnung kurz durch 



w 



,(r) 



*Pf2 
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bezeichnet; nnd eine ünterdeterminante oder Partialdeter- 
minante r*«' Ordnung des Systemes (tfp,) genannt werden. 

Da die beiden Indizes p und q Yon '(jtp\ unabhängig yoneinander 
alle Zahlen der Reihe 1^ 2; ...^r durchlaufen können^ wenn 

_ n(n-l)...(n-r + l) 
^^-1.2 ... T 

ist; so folgt; dafs ein System n^ Ordnung genau (n^)' ünterdeter- 
minanten r*®' Ordnung t^^g besitzt. Wir wollen dieselben zu einem 
quadratischen Systeme .. .. 

yereinigen und dieses das r^ abgeleitete System Yon 8 = (Up^^ 
nennen. Der Einfachheit wegen bezeichnen wir die Indizes der Unter- 
determinanten ti^'*^ immer durch die gleichen Buchstaben p und q und 
geben in einer beigefügten Klammer die ganzen Zahlen an, welche; 
und q durchlaufen. Man erkennt dann^ dafs ein System n^ Ordnung 
genau n abgeleitete Systeme 

besitzt; deren Elemente die sämtlichen ünterdeterminanten erster, 
zweiter; . . . n^' Ordnung Yon 8 sind. Das erste abgeleitete System 
ist offenbar das System 8 » (tio, ^) selbst; wir wollen dasselbe daher 
auch mitunter durch 8^^^ » (y^p!d bezeichnen. Das letzte besteht nur 
aus einem Elemente; es ist identisch mit der Determinante \Up^q\' Die 
Ordnungszahlen n(n-l) n(n-l)(n-2) i 

*•' m-' 1.2.3' • " • ^ 

der n abgeleiteten Systeme sind mit dem Binomialkoeffizienten von % 
identisch. 

Ist speziell /^^ 0, ...0' 

0; d; ... 



K«) ' 



m 



l0;0,...dj 

ein Diagonalsystem mit dem Diagonalelemente d; so erkennt man sofort^ 
dais in dem f**^ abgeleiteten Systeme {y^^^ alle Diagonalelemente u^^^ » d^y 
alle nicht in der Diagonale stehenden Elemente u^^^ fOr p ^ g aber 
gleich Null sind; weil in ihnen mindestens eine Zeile oder eine Kolonne 
lauter Nullen enthalt; d. h. es ergibt sich die Gleichung 

(«iv1)-((0)- 

Ist also ä» 1; so ergibt sich der Satz, dafs alle abgeleiteten Systeme 
eines Einheitssystemes wieder Einheitssysteme sind. 



§ 4. Die Komposition der abgeleiteten Systeme. 
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Ebenso findet man, daTs eine Matrix S Yon m Zeilen und 
n Kolonnen genau v abgeleitete Matrizen 

besitzt, wenn v die kleinere unter den beiden Zahlen m und n be- 
deutet. Während die Matrix S^^^ m Zeilen und n Kolonnen hat, be- 
steht offenbar das nächste System aus m^ Zeilen und n^ Kolonnen und 
allgemein enthält 5^**^ mr Horizontal- und nr Yertikalreihen. 

Wir beweisen zunächst den Hauptsatz über die Komposition der 
abgeleiteten Systeme. Es seien 

I7=.(tv.j) und F-(»^,) 

zwei Systeme n*®' Ordnung und 

(3) Tr=(u;^,)-K,)fe,,)=CrF 

das Produkt derselben. Sind dann allgemein 



Hr) 



Hr) 



jjir)^ yKn^ y^K^. (r=M....«) 

die aus Z7, V und W abgeleiteten Systeme, so folgen aus der Glei- 
chung (3) die n Gleichungen 

(4) W^'^^U^'^V^'^ (r-l,a,...n). 

Die letzte unter diesen Gleichungen fOr r^n spricht das Multipli- 
kationstheorem fOr die Determinanten n^ Ordnung aus. 

um den allgemeinen Satz zu beweisen, betrachten wir irgend eine 
Unterdeterminante r*«' Ordnung w^p\ des komponierten Systemes, deren 
Indizes p und g bezw. den Indexkombinationen 

(ii, *,,... Äv) und (?i, ?t,...?r) 

entsprechen mögen. Dann kann diese Determinante folgendermalsen 
geschrieben werden 

Sie ist also die Determinante des aus den beiden rechteckigen Matrizen 
(5) {H^,H^,...H^) 



^hh7 ^k^kf ••• ^k^lr 






^krhf ^Jtrk9 ' ' • ^k^lr 




^ir^hf Bjh-^kf ' ' • B^r^lr 






Mi.« 



W*^l, wv«> 



Kroneoker, Determinanten. 
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(5a) 



(Fzl, F6... Fi) = 






komponierten Systemes. Nach dem auf S. 317 bewiesenen Fondamental- 
Batze (6) ergibt sich somit fOr jene Determinante die Darstellung 

wenn allgemein Di und A^ die ünterdeterminanten r^ Ordnung der 
beiden Matrizen (jET^^, . . . JI*^) und (FjJ, ... FjJ.) in (5) und (5a) in 
ihrer natürUchen Reihenfolge bedeuten. Nach unserer Bezeichnungs- 
weise sind aber (Di, . . . D^u) und (A^, . . . A^) bezw. identisch mit 

denn die Unterdeterminanten der ersten Matrix haben den ersten In- 
dex p, da sie der p^^ Zeilenkombioation (k^, Jc^,...Jcr) entsprechen; und 
ebenso erkennt man^ daJjs den ünterdeterminanten der zweiten Matrix 
der zweite Index q zukommt. Also ist in der Tat 



w\ 



.W 



'Py9' 






W Jr) 



^+<>] 



f*^Mi99 



(6) 

d. h. es besteht die Eompositionsgleichung 

(6a) (t^'e) = («r,)(Ä 

welche mit (4) identisch ist. 

Setzt man yon vornherein U als rechteckige Matrix von m Zeilen 
und n Kolonnen und umgekehrt F als Matrix von n Zeilen und 
m Kolonnen voraus und bezeichnet mit W wieder das Kompositions- 
resultat UVj so gelten fQr die abgeleiteten Systeme genau dieselben 
GleichHBgeu ^(.)„ j^r, ^D ,_,,.., 

und sie werden wörtlich ebenso bewiesen, wie dies soeben fOr quadm^ 
tische Systeme geschah. 



Nennzelmte Vorlesung. 

Der LaplctceBche Determinantensatz. — Die adjnngierten Determinanteii. — Die 
a^jxmgierten tmd die reziproken Systeme. — Die JacdbiacliQ Determinanten- 
relaidon. — Anwendungen: Anflötning von m homogenen linearen Gleichungen 
mit konstanten EoefiQzienten far n unbekannte. — Der Bang der Systeme. — 
Besitzt das Eoeffizientensystem den Bang r, so sind m — r von den m Gleichungen 
überflüssig. — Unabhängige Lösungen. — Darstellung aller Lösungen durch ein 
YollsiAndiges System unabhängiger Lösungen. — Die nicht homogenen linearen 
Gleichungen. — Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs diese 
Gleichungen Lösungen haben. 

§ 1. 

Wir wollen jetzt das im § 2 der yorigen Yorlesung bewiesene Theorem 
benutzen, um den sogenannten LaplaceBciiesi Determinantensatz zu be- 
weisen, welcher fOr uns die Grundlage f&r die Untersuchung der 
zwischen den abgeleiteten Systemen S^^\ 8^^\ . . . 8^^^ bestehenden Be- 
ziehungen bilden wird. Zu diesem Zwecke ersetzen wir zunächst jenes 
Fundamentaltheorem durch ein allgemeineres. 

Wir betrachten ein quadratisches System (Ugi) Yon n' Elementen 
und teilen es in zwei Matrizen, yon denen die erste aus r beliebig 
ausgewählten Horizontalreihen besteht, die zweite die n — r übrigen 
enthalt. Wir bezeichnen diese Matrizen kurz durch 



(1) 



(«»<v) = (^.,-s..,---s..) = 



und 

(la) (w^«),t)« 






^ffi,n 



U, 



V»« 






Wi 



'^r»« 



^^r+l»' 



Wir nehmen ein für allemal an, dals die Horizontalreihen in jeder 
der beiden Matrizen in ihrer arithmetischen Reihenfolge aufeinander 
folgen, dafs also 

9l<9i<'-<9r ™d gr+l<gr+i<'" <gn 

ist; dann bilden abo die n Zahlen (^i, ...^r; 9r-\-i,'"9n) zusammen- 
genommen eine bestimmte Permutation der Zahlen (1, 2, ...n). 

Wir untersuchen wieder alle Funktionen &(ugi), welche in Bezug 
auf ihre n^ Elemente die beiden auf S. 309 angegebenen Eigenschaften 
besitzen. Da wir schon wissen, dafs sich dann &(Ugj) yon der Deter- 

21* 
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xumante {Ugi] nur darch eine multiplikative Konstante unterscheidet^ 
so können wir nnbescluulet der Allgemeinheit statt 0(Uffi) gleich die 
Determinante \ugk\ selbst wählen. 

Da { Ugjt I jene beiden Eigenschaften sowohl in Bezng anf die Ele- 
mente der ersten Teilmatrix (t«/i),0 ^ ^^^^ ^ Bezug anf diejenigen 
der zweiten (u^t\k) besitzt, so ist sie eine homogene lineare Funktion 
sowohl der Partialdeterminanten r^^ Ordnung Ton (tipd),^) als auch der 
Partialdeterminanten (n — r)**' Ordnung von (w/»),t)' Sind also 

(2) Di,D^,..,D^ (M««^ 
und 

(2a) Ai, A,, . . . A^ 

diese beiden Reihen von Partialdeterminanten in ihrer natürlichen 

BeihenfolgC; so ergibt sich ftlr | Ugk \ die Darstellung 

(3) |w,*| = Zia*'i)*A*', 

in welcher die Chh' noch unbekamite konstante Koeffizienten sind. 

um den Koeffizienten Ckh' für ein bestimmtes Indexsystem (hy h') 
zu finden^ ersetzen wij das Yariablensystem (Ugjt) durch das speziellere 
(Ugt), in welchem für die zu D« imd A«' gehörigen Systeme die ent- 
sprechenden Einheitssysteme gesetzt sind^ während alle übrigen Elemente 
gleich Null angenommen werden. Dann wird die rechte Seite Ton (3) 
gleich Chh'f weil JD^^ « A^' = 1 wird und in allen anderen Produkten 
JDiAi' mindestens eine der beiden Determinanten Null ist, weil sie min- 
destens eine aus lauter Nullen bestehende Yerükalreihe enthalt. Haben 
nun zunächst JD« und A«' auch nur eine Yertikalreihe gemeinsam, so 
ist die Anzahl der Ton Null yerschiedenen Yertikalreihen von (ügi) 
kleiner als n, und daher ist die links stehende Determinante | ügk | » 0, 
weil auch sie dann mindestens eine aus lauter Nullen bestehende Yertikal- 
reihe hat; dasselbe gilt denmach auch Ton diesem Koeffizienten 0««'. 
Hieraus folgt, dais in der Gleichung (3) die Summation nur auf die- 
jenigen Produkte D^^h' auszudehnen ist, deren Systeme keine Yertikal- 
reihe gemeinsam haben. 

Ist also Dh eine der ünterdeterminanten der ersten Matrix {u/n,k) 
und sind ir xr tt 

die zu ihr gehörigen Yertikalreihen, so entspricht ihr diejenige so- 
genannte komplementäre Determinante Av von (w/«),ä), deren (n—r) 
Yertikalreihen v v v 

Ton den obigen sämtlich yerschieden sind, so dals die n Indizes 
(A^, ... hr'^ ^+i7 • • • A«) zusammengenommen ebenso wie vorher 
{9iy " ' 9n 9r+ii • • • .9«) ^^6 bestimmte Permutation der Zahlen 



§ 1. Der LaplaeeBche DeteiminantenBatz. 
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(1, 2, . . . n) bilden, wobei auch hier (Ä^, ... Ar) sowohl ab auch 
(hr-^-iy • • - %n) ihrer Qroijse nach aufeinander folgen. Dann ist also 



(4) D*= 



^9ih9 






^9rhf • • • %*r 



Av« 



^»n^' + V ^ifnf^n 

Setzt man nun in der IdentilSt (3) die Diagonalglieder yon Df, 
und Av gleich Eins, d. h. setzt man 
(5) w^*. = «*p.Ä.= . • . = Ug^h^'^l 

und alle anderen Elemente gleich Null und bezeichnet man dieses 
spezielle System (ügi) jetzt durch Ehk*, so ergibt sich die Gleichung 

und wir erhalten so die allgemeine Identität 



(6) 



A=l 



Aus der Natur der Koeffizienten | Ekx' \ ersieht man sofort, daCs 
sie alle den Wert ± 1 haben, und man kann auch sehr leicht dieses 
Vorzeichen Tollstandig bestimmen. Zu diesem Zwecke bringen wir in 
dem Systeme E^k' durch Zeilenvertauschungen ^, H^^, . . . H^^ an die 
r ersten und Sg^^i, • • • JBg^ an die (n — r) letzten Stollen, und in 
gleicher Weise können wir dann durch Eolonnenvertauschungen 
Fa,, F*,, . . . Fä^ an die r ersten, Fä^_^j, ... F*^ an die (» — r) letzten 
Stellen bringen. Dadurch geht aber das System ^^V i^ ^ Einheits- 
system E, seine Determinante also in Eins über; und da bei jeder 
solchen Beihenyertauschung die Determinante | Ug^ \ ihr Zeichen ändert, 
so folgt, dab I Ekh' \ gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem die 
Gesamtanzahl jener Yertauschungen gerade oder ungerade ist. 

Vertauschen wir nun zuerst jH^ successive mit -H^— i, JH^— j, . . . fli, 
so tritt Hg^ nach ^^ — 1 Zeilenyertauschungen an die erste Stelle, ohne 
dalB sich hierdurch die arithmetische Reihenfolge der n — 1 übrigen 
Zeilen geändert hat. Vertauscht man jetzt Hg^ successive mit J7^,~i, . . . E^, 
80 nimmt JSg^ nach g% — 2 Vertauschungen die zweite Stelle ein, während 
die n — 2 übrigen Zeilen auch jetzt nach der GroiSse ihrer Indizes auf- 
einander folgen. Fahren wir in derselben Weise fort, so zeigt sich, 

Zeilenyertauschungen B^^, -ff^, . . . Hg^ die r ersten Stellen eingenommen 
haben, während die n •— r übrigen Zeilen yon selbst nach der Gröfse 
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ihrer Indizes geordnet sind; diese sind daher bereits S^^.^y . . . Hg^ in 
dieser Reihenfolge; durch jene Yertanschnngen sind also die Horizontal- 
reihen bereits in der verlangten Weise angeordnet. 
Ebenso sieht man^ dals durch 

(Ai-l) + (A2-2)+...+ (Ä,-r) 

Kolonnenvertauschungen die Ordnung (F^, ... Vr, Fr+i, . . . F«) der 
Vertikalreihen in die vorher verlangte (F^,, . . . Fa^; F*^ , j, . . . Fa^) 
übergeht, und da sich die Summe jener beiden Anzahlen von der 
Summe der beiden Zahlen 

(7) G'^(9t + "- + 9r), H^(h,+ "+K) 

nur um eine gerade Zahl unterscheidet, so ergibt sich 

Wir erhalten somit die Gleichung 



(8) i«,»H2'(-i)''*"'^*^*'- 

Den Exponenten (t + jBT wollen wir den Index der Determinante A 
nennen. Ein Blick auf die Darstellung von D^ in (4) lehrt, daCs der- 
selbe gleich der Indexsumme aller Diagonalglieder von Dk ist. 

Aus der Symmetrie unserer Gleichung, in Bezug auf die beiden 
Teilmatrizen '(w/i),ä) nnd (w/«),ä); folgt, dafe die obige Gleichung auch 
in der Form 

(8a) \u,,\^;^i-lf+''D,A, 

geschrieben werden kann, wo 

(9) G' + H'=^(gr+i+-' + 9n) + (hr+i + '- + K) 

den Index der komplementären Determinante A^' bedeutet. Da die 
Summe beider Indizes 

(ö + if)+(ff' + 5') = (^l + --+^n) + (Äi+ •+Än)-2(l + ...-f») 

eine gerade Zahl ist, so erkennt man auch direkt, dals die beiden 
Vorzeichen (— 1)^"^^ und (— 1)^'"^^ einander gleich sind. 

Endlich bemerke ich noch, dais sich die Indizes h und h! je 
zweier komplemeni&en Determinanten stets zu ^ + 1 er§^Lnzen, wenn 
man beide Determinanten in ihrer natürlichen Reihenfolge numeriert, 
dals nämlich die komplemenlÄren Determinanten zu 

Dl, Dg, ... D^ bezw. A^, A^— i, . . . A^ 
sind. 
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In der Tat, sind 
(10) (h,,h^,...hr) und (h!„h'„..,K) 

zwei Indexkombinationen, von denen die zweite nach nnserer Definition 
der natürlichen Reihenfolge die spätere ist, also eine grölsere Ordnungs- 
zahl besitzt; so ist Yon den beiden komplementären Indezkombinationen 
(10a) {K+i, K+i} ... An) und (Är+l, K+i, . . . Äi) 
umgekehrt die zweite die frühere, besitzt also eine kleinere Ordnungs- 
zahl. Bezeichnen wir jetzt nämlich die beiden ersten Indezkombinationen 
in (10) durch 

(10 b) (Äi,...Ä„ Ä,+i, ...Ä».) und (*!,..• Ä„ Äl+i,...*;), 
so daCs also ht^i und ^^4.1 die beiden ersten voneinander verschiedenen 
Indizes sind, so ist nach unserer Annahme 

Dann enthalten die beiden komplementären Kombinationen (10 a) zuerst 
alle diejenigen Zahlen der Reihe 1, 2, ... (A^^.! — 1) gemeinsam, welche 
nicht gleich einer der Zahlen A^, ... A« sind. Auf diese folgt dann in 
der zweiten komplementären Kombination (Ar+i, ... An) in (10a) un- 
mittelbar die Zahl ^«4.1, welche in der ersten Kombination (10a) nicht 
vorkommt; es ist also in der Tat die zweite komplementäre Indez- 
kombination die frühere, was zu beweisen war. 

§2. 

Die im vorigen Abschnitte bewiesene LaplaceBdie Determinanten- 
relation kann als eine Beziehung zwischen zwei abgeleiteten Systemen 
S^^^ und S^^^ von (w^,*) aufgefalst werden, deren Ordnungszahlen sich 
zu n ergänzen. 

Es mögen mlmlich zunächst g und g' die Ordnungszahlen sein, 
welche den komplementären Indezkombinationen 

(ßlf9%7'"9r) tind (£lr+lf gr+29 ' " gn) 

der Teilmatrizen (u/^i\h) ^uid (Uf/ci\k) in der natürlichen Reihenfolge 
derselben zukommen. Nach dem am Schlüsse von § 1 bewiesenen 
Satze ist flftTiTi , / ^ \ 

g + g'^fir+l, flf'=nr-(9-l). 

Ebenso seien h und V wie vorher die den komplementären Indez- 
kombinationen (Äj, ... Ar) und (Är+i, . . • Ä„) entsprechenden Ordnungs- 
zahlen. 

Dann können die in (4) auf S. 325 durch D« und Ay bezeichneten 
TJnterdeterminanten r**' und r'*®' Ordnung jetzt durch u^gl und w|?i' be- 
zeichnet werden, da z. B. Du diejenige XJnterdeterminante r^' Ordnung ist^ 
ip^elehe der g*^"" Zeilenkombination (Hg^, . . . Hg^) und der h^"" Kolonnen- 
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kombination (V]^, . . . V^^) entspricht. Also schreibt sich die Zap{ac6sche 
DeterminantenreLition folgendermaisen 



(1) 



A=«l 



Wir wollen nun die zuletzt abgeleitete Identität noch dadurch verall- 
gemeinem, dals wir in ihr die zu (Hg^, . . . Hg^ komplementäre Matrix 
(Sg^_^^, . . . HgJ durch eine aus (n — r) anderen Horizontahreihen gebildete 
Matnx ersetzen. Es sei (f^, f^, ... fr) eine von (ß^, 9ty ... Qt) yerschiedene 
Indexkombination^ und (/"r+i^ • • • A) die zu ihr komplementäre; es möge 
(fif.^.fr) in der arithmetischen Reihenfolge der Indexkombinationen 
r*^ Ordnung die /**•, und (/^r+i, • • . A) in der Reihenfolge der Kom- 
binationen (n — r)**' Ordnung die /*'*• sein; dann ist /*'=- nr + 1 — /*. Er- 
setzen wir nun in der obigen Identiiat die Zeilen (Hg^.^, •••-B^J ^^ 
zweiten Matrix durch die Zeilen (H/^^^, . . . H/J, so treten rechts nur 
an die Stelle der Unterdeterminanten u^/l* der Matrix (Hg^^^, . . . Hg^ 
die entsprechenden ünterdeterminanten Ufl der Matrix (-H^^^^, ...H/^), 
Auf der linken Seite verschwindet die neue Determinante 

identisch, da unter der hier gemachten Annahme mindestens eine der 
Horizontalreihen H/^ mit einer Reihe J3^^ identisch ist, und unsere 
Gleichung geht daher über in 

(2) o-;^{-ir+^4l^i (/^O- 

h 
Wir wollen diese Oleichung noch mit (—1)'""^ multiplizieren, wo 

JP'=»/r^-iH \-fn gesetzt wird, so dals in ihr f^' an die Stelle von G' 

tritt Dann können wir diese und die vorher gefundenen Glei- 
chungen (1) zusammengenommen in der Form schreiben 

(3) ^i-lf+<^'^lun'^9,,-\8\, 

WO |iS|»|t«,A| und 8fg Eins oder Null ist, je nachdem f==g also 
ff s g' igt, oder nicht. 

§3. 

Ist u^gl eine beliebige Determinante r^' Ordnung des Systemes (tfa)» 
so besitzt sie in der Entwickelung von \8\ nach dem I/jiplaceBclieii 
Determinantensatze in (1) des vorigen Paragraphen den KoefifizienteiL 



§ 8. Die a^jnngierten Detenninanteii. 
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(1) 



i-lf-^^ur^" 



.(-i/'+''«?2', 



80 daCs die betreffende Determinante das positive oder das negative 
Vorzeichen hat^ je nachdem die Snmme der Diagonalindizes von uj^i) 
oder^ was dasselbe ist^ die von u^'i' gerade oder ungerade ist Wir wollen 
diesen Koeffizienten (1) die zu uJTa adjungierte Determinante 
nennen, nnd diese Beziehung so ausdrücken 

(2) adj.ti^i-C^lf+'ttir^ 

Ebenso ist auch umgekehrt 
(2a) a^-.«?2'=(-ir'+''«irl 

Betrachtet man also speziell ein System fOnfter Ordnong 

' «*ii> «*«> «1$, «14, «ij ' 

«»l> «SJ» «18» ««*> «J6 

^U **»«> **»»> «M» **»6 

«41> ««» «48» ««» «« 

,«61»«81, «6$»«54, M65j 

SO ist z.B. 







«U> «1»> «14 


«»1, «»5 


S33 


«Sl> «M> «84 


«4J> «46 




«»1> «68» «54 



«»dj. «,»=■- 



«lU «1»> «14> «16 
«81> «SJ» «84, «86 
«41» «4», «U, «45 
«61» «58» «64» «66 

Dann kann die allgemeine ZapTocesclie Determinantenrelation (3) 
anf voriger Seite fo^endermaben geschrieben werden 



(3) 



V«Madj.«(^ = .J,JS|, 






d. h. die Summe aller Produkte aus den Determinanten u^^a einer 
Matrix (JB^, . . . Hg^ und den entsprechenden adjungierten 
Determinanten einer Matrix {Hf^j . . . Hf^) ist gleich \8\ oder 
gleich Null^ je nachdem jene beiden Matrizen {Hg^, . . • Hg^ 
und {Sf^f . . . Hf^) einander gleich oder voneinander ver- 
schieden sind. 

Das System 

(adj. ««) = ((- l^'+'wj:?.) (,•.»'»«,, -,-,....1) 

stimmt; abgesehen von der Reihenfolge und dem Vorzeichen der Zeilen 
und Kolonnen, mit dem (n — rj^ abgeleiteten Systeme 
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überein; denn nm dieses System in jenes überznfQhren^ braucht man 
ja nur die Reihenfolge seiner Zeilen sowohl als auch die seiner 
Koloimen umzukehren und dann jede Zeile Big' mit (—1)^', jede 
Kolonne Fv mit (— 1)-^' zu multiplizieren. Da durch diese für die 
Zeilen und Kolonnen symmetrischen Operationen das Vorzeichen der 
Determinante nicht geändert wird^ so ergibt sich speziell 



(4) 



IS' 



(Ol 



w 



(O I 
"p? I 



adj.M] 






Wir können die Gesamtheit aller {n^^ 2/ipZaceschen Determinanten- 
relationen (3) auf S. 329 durch eine einzige Kompositionsgleichung zwischen 
drei Systemen der (»r)***^ Ordnung ersetzen, wenn wir an Stelle des 
Systemes (adj. (u^^fj) das konjugierte, d. L dasjenige in die Betrachtung 
einfOhren, welches aus ^adj. (t^^'^)) ^^^^ Yertauschung der Zeilen mit 
den Kolonnen hervorgeht. Wir wollen im folgenden die zu w^'J 
adjungierte Determinante immer durch Jl^] bezeichnen, so dais also 

(5) j^l = adj. «^i = (- l)«+'u^'l' 

ist, und wir wollen das aus diesen (Mt)^ Elementen gebildete System 
((J(''))) das zu (u^'*)) adjungierte System nennen. Dann können 
wir die Zop^o^schen Determinantenrelationen so schreiben 



(6) 
oder 

(6a) 



2'»M'?=**/i^i 



A=l 






ti(r) 






Es ist also: 



^i•;^ 
^h 



^s, 



-in. 






■4!Ci'<^'-^i:'. 



»v«^ 



[\s\, 0, 
0, \8\, 








0, 0, ...|S| 



(6b) (<>)(4D=(i'S|), 

wenn unter (| 8 1) ein Diagonalsystem von der Ordnung nr yerstanden 
wird, dessen Diagonalelemente sämtlich gleich |5| sind. Da die 
Grundgleichung (1) auf S. 328 bei der Vertauschung der beiden Systeme 
(tip^) und {u^g'l:) ungeändert bleibt, so folgt leicht, dafs auch umgekehrt 

(6c) (41)«) = (|S|) 

ist; die beiden Systeme (i«p^ und {^^ sind also miteinander vertauschbar. 
Geht man in der Gleichung (6 b) beiderseits zu den Deter- 
minanten über, und beachtet dabei, daCs die Determinante 
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1411=1«?'^' 



TP? 



ist; 80 ergibt sich 

(7) i5^''i-is^'^i=Kii«??Hisr- 

Da die Determinante 1 8 \ nach dem anf S. 315 bewiesenen Satze 
eine irrednktible Funktion ihrer n' Elemente Uik ist, so folgt ans dieser 
Oleichnng, dab 

(7a) l«^^H«ISr, \4,'\=-^\8f 

sein mnfs, wo « = ± 1 und q + Q^^^nr ist. Znr Bestimmung des Vor- 
zeichens e und der Exponenten q nnd q! ersetzen wir das System (ti^) 
dnrch ein Dii^onalsystem (d), d. h. wir setzen 

Dann wird nach dem auf S. 320 unten 



wo d eine Variable bedeutet, 
bewiesenen Satze 



und 



|/Sf| = j*, 4l=-d'Sj,99 ^^-rf"'*, 



'P2> 



Also ergibt sich mit Hilfe dieser Gleichtmgen ans (7 a) 



9 = ^-nr = (n-l)r-i, 



Q'=(n-iy-v 



Die Determinante des f*^^ abgeleiteten Systemes 5^'*^ ist 
also gleich der (» — l)r-i**'^ Potenz der Determinante des zu 
Grunde gelegten Systemes 8] die Determinanten der abgeleiteten 
Systeme sind also dann und nur dann gleich Null; wenn das 
gleiche für \Uijt\ selbst gilt. 

Ist speziell (ti^'*)) das erste System 





**li; **12> • •• ^1« 


»=(««)= 


«»1» «»»,••««« 




Unl,Un2,...Unn, 


so besteht das adjungierte System 




(4^^)=(j,,)= 


•^19 '^%9 • •• -^1» 




.^1; -a-nJ;... ^n , 



ans allen n* Unterdeterminanten der (n — l)***" Ordnung, und zwar ist 
allgemein 
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^, = adj.«H^(-l)'+»^, 

d. k die zu Uu gehörige Unterdeterminante ist mit dem positiTen 
oder dem negativen Zeichen zn Tersehen^ je nachdem die Index- 
snmme (i + k) gerade oder ungerade ist. Bezeichnet man die Stellen 
der n^ Memente von (A^q) schachbrettartig durch weilse und schwarze 
Felder^ und zwar so^ dafs Ä^^ ein weilses Feld entspricht^ so erhalten 
die auf weiisen bezw. schwarzen Feldern stehenden Aik das positive 
bezw. das negative Zeichen. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt speziell 

(7b) i4«Hisr\ 

Dividieren wir die beiden Systeme von Determinantengleichungen 

dorch 1 8 \, wobei wir | iS^ | ^ yorsnssetzeii, und setzen dann zur Ab- 
kürzung (^j 

SO ergeben sich für die Elemente dieses neuen Systemes 

(8») ra=(^) (...->.«..•-.) 

die Gleichungen 

dieselben können in die Eompositionsgleichungen 

(8^) «])(«;'?) = («;j?) w -= ^'' (^»=M.....,) 

zusammengefafSst werden^ in denen E^'^^ das Einheitssystem iv^ Ord- 
nung (dpq) bedeutet 

Zu jedem der n abgeleiteten Systeme {u^'^) existiert also^ üUb 
nur die Determinante | iS | des ursprünglichen Systemes von Null ver- 
schieden ist, ein mit ihm vertauschbares System, welches mit ihm in 
beliebiger Reihenfolge komponiert das bezügliche Einheitssystem er- 
gibt. Ein solches System soll auch in diesem allgemeinsten Falle ein 
zu (ujj'^) reziprokes genannt werden (vergL S. 138 flgd.). Ist |iS|^0, 
so zeigt sich hier, dais man die Elemente eines reziproken Systemes 
zu {u^pD findet, wenn man aUe Elemente des adjungierten Systemes 
(Ap^ durch |S| dividiert. 

Wir beweisen gleich, dals es zu einem Systeme 8 aulser dem 
hier gefundenen kein anderes reziprokes System gibi Ist nämlich T 
das soeben charakterisierte reziproke System, für welches also 
(9) ST^TS^E 
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ist; imd wäre etwa JJ ein zweites System^ für welches auch 

ist; so folgt ans der Gleichung 

8U^8T 

durch vordere Komposition mit T und unter Berücksichtigung des fast 
selbstverständlichen aber bald noch genau zu beweisenden Satzes^ dafs 
auch für Systeme n^^ Ordnung das assoziative Gesetz gilt [vergL S. 60 
und 137 (2)] 

TSU=(TS)U=EU^ U^{TS)T^T, 

was zu beweisen war. Ist T das zu 8 reziproke System^ so folgt jetzt 
aus der Symmetrie der Definitionsgleichung (9); dals auch 8 reziprok 
zu T ist. 

Ist dagegen | Up^ \ also auch | u^''> | gleich Null, so gibt es überhaupt 
kein zu M^^^ reziprokes System; denn für zwei reziproke Systeme 
folgt ja aus der Gleichung (9) durch Übergang zu den Determinanten 

was unmöglich ist; wenn 1 up 1 » ist. 

Wenden wir die soeben bewiesenen Sätze speziell auf das erste 
System (m^) = (w^^) an, so ergibt sich das Theorem 

Zu jedem Systeme (w^^) von nicht verschwindender Deter- 
minante existiert ein einziges reziprokes System 

(10) K»)-(^)' 

dessen Elemente allgemein 

(lUa) u^^_—. __ _ ^^^ 

sind. Die Determinante des reziproken Systemes ist offenbar 
gleich -^. 

Sind 8 und T zwei reziproke Systeme n*" Ordnung; besteht also 
die Gleichung 
(11) 8T^E, 

so ergibt sich durch Übergang zu den abgeleiteten Systemen mit Hilfe 
des auf S. 321 bewiesenen Satzes unmittelbar 

(IIa) S(^>r^''>«JS?(^>; 

denn aus der auf S. 320 unten gemachten Bemerkung folgt; dalis das r^ 
abgeleitete System zu dem Diagonalsysteme E das Einheitssystem E^^^ 
der Ordnung tv ist. Es besteht also der Satz: 
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Sind zwei Systeme 8 und T reziprok zueinander, so 
sind auch die einander entsprechenden abgeleiteten Systeme 
S^*"^ und T^^^ zueinander reziprok. 

Es sei nun 8 = (m ) ein beliebiges System n*^ Ordnung mit nicht 
verschwindender Determinante \8\ und (u^^) ^^^ reziprokes System. 
Bezeichnet man dann durch 

das r^ abgeleitete System bezw. von {Upq) und (u' ); so besteht nach 
dem soeben bewiesenen Satze die Gßeichung 

(12) mW) = iEn- 

Ist aber anderseits 

das zu (u^^A adjungierte System, also (adj. w^*^) das konjugierte, so 
folgt aus der auf S. 330 bewiesenen Eompositionsgleichung (6 a) 

(«W)(adj.«W) = (|5|); 

dividiert man also alle Elemente von (adj. Uq^ und von (|5|) durch |iS^|, 
so erhält man 

Da somit nach (12) und (12a) beide Systeme 

(12b) («;r) und {^) 

ZU (u^^ reziprok sind, so müssen sie identisch sein. Nun ist nach (10) 

(«;,)= (^)- 

Also gilt für die f*^ abgeleiteten Systeme die Gleichung 

08) «r>)-(-^). 

und diese kann wegen (12b), nachdem man noch alle Elemente auf 
beiden Seiten mit \8\'' multipliziert hat, folgendermalsen geschrieben 
werden 

(13») (4'->)«(|Sr^acU.«g). 

Diese Gleichung zwischen zwei Systemen vertritt die folgenden 
(nrY Identitäten 

(13b) 4^2= |Sr-^.adj. ttJ2 (P-A...Pr.«=«|.--9r). 
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Wir wollen zwei Unterdeterminanten r**' Ordnung von zwei Systemen 
(Apq) nnd (Upq), welche gleiche Indizes i und Je haben^ homologe 
Unterdeterminanten nennen. Dann können wir den Inhalt der 
Gf^leichungen (13b) in dem folgenden zuerst von Jacdbi bewiesenen 
Satze aussprechen. 

Eine ünterdeterminante r*^ Ordnung des Systemes (-4,,) 
ist gleich der zur homologen Determinante des Systemes (uqp) 
adjungierten multipliziert mit der (r — 1)*^ Potenz der Deter- 
minante \Upq\. 

Sind also / \ / \ 

i> = (j?i,...i?r), 2-(2i,...2r) 

die den Werten p und g entsprechenden Indexsysteme und 

die komplementären Systeme^ so lautet die Identität (13 b) aus- 
geschrieben folgendermafsen 



(13c) 



-^AJi; -^2a; •••-^9r 



=(_l)p+«.|5| 



r— 1 



^»r+lPr + l' • 


• • **2r+lPn 


^^«r+SJ'r+l» • 


• • %+2Pn 


^9nPr-\-V ••• 


^^«P« 



und durch einÜEU^hen Grenzübergang überzeugt man sich, daCs der Satz 
in dieser Form auch in dem Falle | 5 1 = gut 

Für r = 1 erhalt man so die Definitionsgleichungen für das 
adjungierte System (Äpq) selbst. Nimmt man { jS | =» und r'^2f so 
folgt aus den Gleichungen (13 a) 

{J^D^O (r=2,a,...n), 

wenn man hier, wie stets im folgenden, unter einer Gleichung /S » 
yersteht, dais alle Elemente des Systemes S yerschwinden. 

Besitzt ako ein System (Upq) die Determinante Null, so 
sind die aus dem adjungierten Systeme (Apq) gebildeten Deter- 
minanten der zweiten, dritten, . . . n**^ Ordnung samtlich Null. 
Wir können dieselbe Tatsache in anderer Form folgendermafsen 
anssprechen: 

Ist die Determinante eines Systemes gleich Null, so sind 

in der adjungierten Determinante die entsprechenden Elemente 

je zweier Horizontalreihen einander proportional 

Sind nämlich in dem adjungierten Systeme {Apq) nicht alle 

Elemente Null, und ist etwa A^^ ^ 0, so folgen ja aus den (n — • 1) 

nach dem yorigen Satze bestehenden Gleichungen 
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Äi^Äii — Ä^^Au = (»=2, ...n) 

die (n — 1) Proportionen 

Ai Al -An 

und analog wird der Satz f&r die anderen Zeilen bewiesen. DaCs nm- 
gekelirt alle Determinanten zweiter, dritter, . . . n^ Ordnung von {Ap^ 
yerschwinden, wenn die entsprechenden Elemente je zweier Zeilen jenes 
Systemes proportional sind, liegt auf der Hand. 

§4. 

Die bis jetzt gefundenen Resultate über die abgeleiteten und die 
reziproken Systeme wollen wir nun benutzen, um ein System von 
beliebig vielen linearen Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten 
auch in dem Falle vollständig aufzulösen, dals die Koeffizienten nicht 
unbestimmte Gröfsen, sondern gegebene Zahlen sind. Genau ebenso 
wie auf S. 171 flgd. werden wir durch diese Frage unmittelbar zu 
dem wichtigen Begriffe des Banges der Systeme hingefOhrt 

Auch hier wollen wir zunächst den Fall homogener linearer 
Gleichungen behandeln, auf den dann die Auflosung nicht homogener 
linearer Gleichungen leicht zurückgeführt werden kann. 

Wir wollen ebenso, wie das a. a. 0. geschah, unserer Aufgabe die 
folgende Form geben: 

In welcher Weise wird die Variabilität der n Yeranderlichen 
x^y x^y ...Xn durch die Bedingung beschrankt, dais die m 
homogenen linearen Funktionen derselben 

m /i =* ötjl ^1 + ^ ^ H \-<hnXn 

, fm'^(^mlXi+ Omii^'^ h (hnnXn 

sämtlich verschwinden sollen? 
Die Koeffizienten apq dieser Funktionen sollen jetzt beliebig gewählte 
bestimmte Zahlen sein. 

Wir betrachten nun die aus diesen Koeffizienten gebildete Matrix 

und zugleich die zugehörigen abgeleiteten Systeme S^^\ 8^^\ ..., wo 

*^*°'*^ S«-W^,) (*-W..-.) 

ist und deren Anzahl nach der auf S. 321 oben gemachten Bemerkuzig 
gleich der kleineren unter den beiden Zahlen m und n ist. Dann kann d^: 
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Fall eintreten; dals von diesen Systemen gewisse in der Weise ver- 
schwinden^ dafs alle ihre Elemente Null sind. 

Ist iS^^^= (ä^I^) «=0, so erkennt man leicht, da(j9 alle folgenden 
abgeleiteten Systeme ebenfalls verschwinden. Sind nämlich alle Unter- 
determinanten q^ Ordnung der Matrix (apg) Null, und entwickelt man 
irgend eine Unterdeterminante (q + 1)^' Ordnung 






•• ^Po9q 
' • ^Pi9^ 



^P(f 2of ^PqTif • • • ^Pq 9ff 



nach den Elementen irgend einer, etwa ihrer ersten Horizontalreihe, 
so sind die Koeffizienten der (q + 1) Elemente Op^, q^ Determinanten 
Q^ Ordnung des Systemes (a^^^), welche alle nach der Voraussetzung 
Null sind; und hiermit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Es sei nun in der Reihe der abgeleiteten Systeme 

das letzte nicht verschwindende, wahrend das folgende S^^"^^^ und somit 
auch alle späteren Systeme Null sind. Dann wollen wir sagen, das Eo ef f i- 
zientensystem (apq) besitzt den Bang r. Ein solches System ist 
also dadurch charakterisiert, dals mindestens eine seiner Determinanten 
r^ Ordnung von Null verschieden ist, während alle seine Determinanten 
(r 4- 1)**' oder höherer Ordnung Null sind. 

Wir können und wollen voraussetzen, dafs schon die erste Unter- 
determinante r^ Ordnung a^^> von Null verschieden ist. Wäre dies nämlich 
nicht der Fall, und es wäre etwa ap^ ^ 0, wo der Index p der Zeilen- 
kombination (jpiy p^f'Pr) luid q der Eolonnenkombination (Si,qi,"- ir) 
entspricht, so können wir die Bezeichnung der Gleichungen f^, ...fm 
sowie die der Variablen x^, ...Xn so verändern, dals die Determinante 
a^r) an die erste Stelle rückt. Die Elemente von a^j;l sind nämlich die 

pq P2 

Koeffizienten von Xq^, ... Xq^ in den Punktionen fp^, ..- fp^* Numerieren 
wir also die Gleichungen so, dafs /j»,, . . . fp^ die r ersten Stellen erhalten, 
und bezeichnen wir ferner die Unbekannten so, dab Xq^^ ...Xq^ die 
r ersten werden, so ist bei dieser neuen Bezeichnung in der Tat off^^O. 
Es sei also jetzt das Eoeffizientensystem (Op,) vom Bange r und 
^11 ^ ^y ^^ ixjm man, wie wir jetzt beweisen wollen, die w — r 
letzten Funktionen fr+u ---fm homogen und linear durch die r ersten 
darstellen, d. h. es bestehen m — r Gleichungen 

(2) fi - /3,i/i -I- /}..,/; + • • • + ßirfr (i = r + 1, . . . m). 

XTonecker, Determinanten. 22 



A, 


<hu 


<hi> 


...<h 


fv 


«81» 


«M» 


...a. 


fn 


Orl, 


Ort, 


...Or 


fi, 


Oil, 


OiS, 


...Oi 
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Ist das bewiesen, so folgt sofort, dals durch das GleichnngBsjstem 

/i«o, ...fr^o, /;+i=o, ...u^o 

die Variabilität von Xi, ...x„ in genau derselben Weise beschrankt 
wird; wie dnrch die r ersten Gleichungen 

allein, da jede Losung des zweiten Systemes infolge der Gleichungen (2) 
auch die m— r letzten Gleichungen des ersten befriedigt Diese m—r 
letzten sind also eine notwendige Folge der r ersten und können 
daher einfach fortgelassen werden. 

Zum Beweise bilden wir die Determinante der (r + 1)*^ Ordnung 



(3) 



WO fi irgend eine der Funktionen fr+i^ •••/m bedeutet. Entwickeh 
wir die Determinante zuimchst nach der ersten YertikaLreihe, so ei^bt sich 

(3a) fiÄu + f%Au + • • • + frÄri + fiA^y 

wo Auj "'Arif A^ die 2X1 fi, ...fr, fi gehörigen ünterdeterminanten 
r^' Ordnung dieser Determinante sind, und wo der Koeffizient A^ » a^[| 
nach der Voraussetzung sicher yon Null yerschieden ist 

Anderseits erkennt man aber sofort, dals die obige Determinante (3) 
identisch verschwindet Ersetzt man nämlich die linearen Funktionen fk 
durch ihre Werte, so ergibt sich 

\fh) ^Äl; ... ÖAr| = |öÄiaJl+ ajiairjH h dhn^f «AI; ..-«Arl 

==a;i I dkl, akU . . . aAr |H ha^rl^Ao ^hU . . .C^ArlH ha^l^A«; «AI, ■ . • Ctkr\, 

(A«l, «, ...r, 

und alle Koeffizienten von x^, ...Xn sind Null, die r ersten, weil sie 
Determinanten mit je zwei gleichen VertikaLreihen sind, die n — r letzten, 
weil sie Determinanten (r + 1)*^ Ordnung des Systemes S^'"^^^ sind, 
welche nach der Voraussetzung alle verschwinden. Also ist die lineare 
Funktion (3 a) Null, und aus dieser Gleichung folgt 

(3b) -f,^f^:^+f^:^+...+f^^ «=r+i,...,). 

WO der Nenner A^ sicher von Null verschieden ist. Die n Funktionen 
(fu '^'frf fr+u -"fn) siud also in der Tat durch die r ersten unter 
ihnen (f^, ...fr) linear und homogen darstellbar. 
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Nennen wir wieder wie anf S. 12 zwei Systeme {f^, f^, ... /*«) 
tuid (pi, g^f "'Qn) von homogenen oder anch Ton nicht homogenen 
Linearformen ä qnivalent^ wenn jede Form fi homogen und linear 
durch {g^y ---ffn), nnd wenn umgekehrt auch jede Form g^t homogen 
und linear durch (f^, .../In) mit konstanten Koeffizienten darstellbar 
ist, so kann das soeben gefundene Resultat in dem Satze aus- 
gesprochen werden: 

Besitzt das EoefGzientensystem (ctp^) den Bang r^ so ist 
das System (f^^, ...fr, .».fm) ▼on m Linearformen äquivalent 
einem jeden Partialsysteme (f^, ---fr) von nur r unter diesen 
Funktionen, dessen Eoefßzientensystem denselben Bang r besitzt. 
Betrachten wir allgemeiner irgendwelche r + 1 unter diesen m Linear- 
formen und bezeichnen wir diese jetzt durch f^^\ f^^\ . . . Z^*") und ihre 
Koeffizienten durch ^ ^^^ ^^^ 

öl 7 öfi 

(h , ö» 

so ist ihr Koeffizientensystem entweder ebenfalls yom Bange r oder 
Yon niedrigerem Bange, da dasselbe ja aus gewissen (r + 1) Horizontal- 
reihen H^% HS^\ ... JEH'") der Matrix (a^^) gebildet ist. Dann besteht 
auch fOr diese Funktionen stets eine Identität 

(4) ^W/-W + ^W/-W -f- • • • + AW^^) = 0, 

deren Koeffizienten Ä^^\ Ä^^\ . . . Ä^''^ nicht sämtlich Null sind. Ist 
nämlich der Bang des Systemes (H^^\ H^^\ . . . fl^*"^) gleich r, so folgt 
die Bichtigkeit unserer Behauptung aus dem soeben bewiesenen Satze; 
ist jener Bang aber kleiner als r, so besteht die obige GUeichung schon 
für weniger ab (r + 1) Ton diesen Funktionen, also a fortiori für 
diese selbst. 

Ersetzt man in der Identiföt ^4) die Linearformen /*(*> durch ihre 

Ausdrücke a^^Xi + a^^0!^-\ h ^*^^n und beachtet, dafs dann die 

Koeffizienten der n Variablen x^ fOr sich Null sind, so erhält man die 
folgenden n Gleichungen för die Elemente von H^^\ ES^\ ...H^""^ 

(4a) Ä^'^af+Ä^'^4^+--+Ä^''^4^^0 (^=1,2,. .,n) 

oder in abgekürzter, leicht verständlicher Schreibweise 
(4b) ^(o)H(o) + A^DH^i) + . . . ^(r)H(r) « o. 

Den hieraus sich ergebenden Satz können wir, wie man leicht erkennt, 
in der folgenden Weise aussprechen: 

22* 
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Ist die Matrix (a^^) Tom Bange tj bo besteht zwischen 
den entsprechenden Elementen von je r + 1 Horizontabeihen 
stets eine lineare homogene Oleichnng yon der Form (4 a) 
oder (4b), deren Koeffizienten nicht samÜich gleich Null sind. 

§6. 

Mit Hilfe der bis jetzt gefundenen Resultate wollen wir nnn ein 
System yon m homogenen linearen Oleichnngen 

(1) fi =» «uiPi + ««a:a H V amXn = «=i,i,...«) 

YoUstandig auflösen. Hierzu schicken wir einige Bemerkungen über 
die Lösungen solcher Gleichungen Toraus. Es seien 

fij ■=» \A^y A^f . . . Ali) 

fli=»(Bi, B2,...Bn) 
irgend zwei partikulare Lösungen der Gleichung (1), so da(s sowohl 
Xi^^Äi als auch Xi^=^Bi (i^i,!,...«) 

dieselben befriedigen. Wir denken uns diese Lösungen audi ab- 
gekürzt durch H^ und E^ bezeichnet. Dann folgt ohne weiteres, dab 
die Zahlen 

aH^ + lH^^{aÄ^+hB^, aA^ + lB^, ...aA^ + hB^ 

ebenfalls eine Lösung bilden, wenn a und h beliebige Zahlen sind. 
Sind allgemeiner 

B-\ = \A^U -^9 '*'Ain) 
,^. -S, = (J,i, A^, . . . -4.J n) 

l -^Q^ [Aglf A^%,. , ,A^n) 

Q partikuläre Lösungen der Gleichungen (1), und bedeuten ti^t^f-t^ 
Q beliebige Eonstanten, so folgt ebenso, dafs das Zahlensystem 

(2a) (^JIi + ...+ ^^fl'^) = (^iAi + -- + V^?i,-.-^-4in + ... + <e^») 

auch eine Lösung yon (1) bildet. 
Mehrere partikulare Lösungen 

(3) 5x = (^xl, A^i,...A^n) («=i.J,...*) 

der Gleichungen (1) sollen nun unabhängig heilsen, wenn keine 
yon ihnen durch die 2; — 1 anderen in der Form (2 a) darstellbar ist Man 
erkennt nun leicht, dals diese Lösungen dann und nur dann unabhängig 
sind, wenn der Bang der aus jenen Je Horizontalreihen gebildeten Matrix 
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genAn gleich Je ist. Ist nämlich jener Bang kleiner als h, so besteht 
nach dem auf S. 340 oben ausgesprochenen Satze zwischen den ent- 
sprechenden Elementen von H^, ^..Hk eine homogene lineare Gleichung 

(4) t^H^ + t^H^ + ^^^ + tuHu^O, 

deren Koeffizienten nicht sämtlich verschwinden; ist also z. B. tk ^ 0^ 
so folgt aus ihr die Gleichung 

(4a) Si (|fii + ... + ^fi,_,), 

oder ausgeschrieben 

(4b) ^,^ = . (^4,^ + . . . + ^ A^_^^ (^-l,S,...n), 

d. h. die Ic^ Lösung ist eine Folge der Tc — l übrigen. Ist dagegen 
der Bang des Koeffizientensystemes {Äg^ gleich Jc^ so können die 
n Gleichungen (4b) nicht bestehen, da aus ihnen eine Gleichung Ton 
der Form (4) folgen würde, deren Existenz mit der über den Bang 
Yon {Agj^) gemachten Annahme im Widerspruch steht. 

Wir beweisen jetzt, daGs ein System (1), dessen Koeffizienten- 
System den Bang r besitzt, genau n — r unabhängige Lösungen 
besitzt. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns das System 

\fly "'fry /r+l; • • • fm) 

Yon Yomherein durch das ihm äquivalente (fif>-fr) ersetzt und 
nehmen wieder die Variablen so bezeichnet an, dafs in den r Gleichungen 

(5) : 

fr = Ärl^i + "* + (irr^r + (^r,r+l Xr+1 + • • • + (^rn ^n ^ 

die den r ersten Unbekannten entsprechende Determinante r^^ Ordnung 

(6) la^Al ((^,A = l,2,...r) 

von Null verschieden isi 

Wir ergänzen nun die aus den nr Koeffizienten an gebildete Matrix 
durch Hinzufügung von n — r geeignet gewählten Horizontalreihen 
Hr+if*Sn ZU einem quadratischen Systeme 



(7) 



(a**)' 



<hif 



(Xrlf 



(ht 



(h-n 






(<,* = !, 8,. ..n) 
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Ton n* Elementen mit nicht Yerscliwindender Detenninante. Dies ist 
stets und zwar auf unendlich viele Weisen möglich; es genügt schon 
für das zu (a,«) in (6) komj^ementare System, d.h. für das letzte 
Partialsystem von (^r+i> • • * ^) ®üi solches von nicht yerschwinden- 
der Determinante, z. B. das zugehörige Einheitssystem zu wählen, und 
die r ersten Yertikalreihen von (Er+i, . . . J?«) durch Nullen auszufüllen; 
denn dann reduziert sich nach dem Laplacescliesn. Determinanten- 
satze \an\ in (7) auf das Produkt von \agk\ in (6) und der kom- 
plementären Determinante. 

Bilden wir nun das zu (an) reziproke System 



(8) 



(«a)' 



*u; 



'•^Ir^ ^l.r+l'---^lii 



SO beweisen wir leicht, dafs die Elemente seiner n • 
reihen 



r letzten Vertikal- 



(9) 



*l,r+l> 



"'In 



^ai 



ein Yollsiändiges System linear unabhängiger Lösungen der Gleichungen (5) 
bilden. 

Aus den Eigenschaften reziproker Systeme folgt i^onlich zunächst 

J3i FJ = a<iai4 + a«aii + h ain(A,k = *a. 

Legt man also h irgend einen der Werte r + l,r + 2,...n bei 
und lälst dann i die Werte 1, 2, ... r durchlaufen, so wird da stets 
gleich Null, weil i<Jc ist, und man erkennt so, dafs die Elemente 

(ait, a4*,...a;,i) (*=r+i,...«) 

jeder dieser n — r letzten Kolonnen (Fr+i, ... Fl) eine Lösung der Glei- 
chungen (5) sind. Diese Lösungen sind aber auch linear unabhängig; 
denn wären alle Determinanten (n — r)^ Ordnung von 

(f;+i, 7;+,...Fn') 

in (8) gleich Null, so folgte aus dem ZopJooeschen Determinantensatze, 
daJb I ai;^ I ■» sein müiste gegen unsere Voraussetzung. Diese (n — r) 
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Veitikalreihen bilden also wirklicli ein System Yon n — r unabhängigen 
Losungen unserer Gleichungen. 

Wir heben noch speziell als Folgerung ans diesem Satze das 
folgende Theorem hervor: 

Ein jedes System von m linearen homogenen Gleichungen 

mit n unbekannten besitzt^ falls m<n ist, mindestens eine 

wesentliche^ d.h. von den trivialen (a;<~ 0) verschiedene Lösung. 

Ist nämlich der Bang des Eoef&zientensystemes gleich r, so ist 

r ^m <Cn, und nach dem soeben bewiesenen Satze haben jene 

Gleichungen sicher n — r linear unabhängige wesentUche Losungen. 

Mehr als n — r unabhängige Lösungen können aber die Glei- 
chungen (6) nicht haben. Sind nämlich 

(10) : 

J«— r+l = (-4n-.r+l,l; -4« — r + 1,2; - • • -4n— r + l,n) 

n —r + 1 Lösungen^ und bildet man eine aus ihr folgende Lösung 

Ci fli H K C«-r+l fiii-r+l = (A; -^7 • • • ^f ^+lf • • • -^); 

so kann man über die n -- r + 1 Konstanten Cj, ...c_r+i so ver- 
fügen, dafs die n — r letzten Zahlen Är+i, . . . ^ sämtlich Null sind, 
weil nach dem soeben angegebenen Korollare die n — - r homogenen 
linearen Gleichungen (-4r+i = 0, ... -4»= 0) mit den n — r + 1 Un- 
bekannten Ci, ... Cn— r+i ^^ ^^^ wesentliche Lösung zulassen. Da aber 
die so sich ergebenden Zahlen (Ä^y ...Ar, 0, ... 0) die Gleichungen (6) 
befriedigen, so bestehen für die r ersten Zahlen A^,...Är die 
Gleichungen «^^^ + ... +«,.^.-0 

arlA^ -I h arrÄr — 0, 

deren Koeffizientensystem {agh) nach der Voraussetzung eine von Null 
verschiedene Determinante hat. Also folgt aus ihnen, dafs auch 

ist, d. L, daCs zwischen den n — r + 1 Lösungen (10) die Gleichung 

besteht. Daher bilden die vorher gefandenen Lösungen (9) wirklich 
ein vollständiges System linear unabhängiger Lösungen, aus der jede 
andere Lösung linear und homogen zusammengesetzt werden kann. 
Somit ergibt sich das folgende Resultat: 
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Ist " 

fi =^ 0,ik^h == « = 1,8,...«) 

ein System von m linearen homogenen Gleichlingen mit 
n Unbekannten^ dessen Eoeffizientensystem | a^ | vom Bange r 
ist; so sind gewisse (m — r) xmter diesen Gleichungen eine 
Folge der r übrigen, nnd können also fortgelassen werden. 

Ein solches Gleichnngssystem vom Bange r besitzt dann 

genan n — r linear unabhängige Lösungen, aus denen alle 

anderen homogen und linear zusammengesetzt werden können. 

Man kann die vollständige Auflösung der r Gleichungen (6) nodi 

in einer anderen Weise erhalten. Schreibt man sie nämlich in der 

folgenden Form 

(11) an a?i H h aurXr = - (ai,r+ia?r+i + h «*«a^n) (*=i.«»-0 

und setzt dann zur Abkürzung 

a*o= — (a*,r+iav + iH haA«a?„) (*=i,t,...r), 

so lassen sich die r linearen nicht homogenen Gleichungen 

(IIa) 0'kl^ + )r O^krXr ^ ükfi 

nach x^j . , ,Xr auflösen, weil die Determinante 

|a*,| (*.i=i,a,...r) 

n. d. y. von Null verschieden ist. Ist nämlich 

(ai,) (*,J = l,l,...r) 

das zu {ajti) reziproke System, so finden wir allgemein Xiy wenn wir 
die erste der Gleichungen (Ha) mit oii, die zweite mit ot i, . . ., die letzte 
mit aJri multiplizieren und dann alle Produkte addieren. Wegen 
der Fundamentaleigenschaften reziproker Systeme wird dann nämlich der 
Koeffizient von Xi gleich Eins, und alle anderen unbekannten erhalten 
den Koeffizienten Null; es ergibt sich daher die vollständige Auflösung 
der Gleichungen in der Form 

a;/ = aliOio + • ' • + aJr^ro 



(12) 



= — '^a5t(a*,r+ia:r+i H h akn(x>f) 0=1,. ..n). 

Ist also das Koeffizientensystem von m homogenen linearen 
Gleichungen mit n unbekannten vom Bange r, so bestimmen 
sich gewisse r unter den n Unbekannten eindeutig als homo- 
gene lineare Funktionen der (» — r) übrigen, deren Werte völlig 
willkürlich angenommen werden können. Durch die Forderung, 
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daCs jene m Funktionen fi verschwinden sollen, wird also die 
n fache MannigMtigkeit der n Variablen x^, a^j . . , Xn auf 
eine (n — r)- fache herabgemindert. 
Man erkennt leicht; daCs die in (12) angegebene vollständige 
Lösnng ein spezieller Fall der in dem vorigen Satze auf S. 844 oben ge- 
fiondenen Darstellung dnrch die n — r linear unabhängigen Lösungen (9) 
ist. Der einfache Beweis dieser Behauptung mag dem Leser über- 
lassen bleiben. 

§6. 

Aus diesem B>esultate kann nun leicht der entsprechende Satz für 
den Fall von beliebig vielen nicht homogenen linearen Gleichungen 

(1) ; 

hergeleitet werden. Wir gelangen dazu durch die folgende Betrachtung; 
welche für den Fall von drei Gleichungen bereits auf S. 176 flgd. an- 
gestellt wurde. Neben dem Systeme 

(a*0, «ii, ...«*«) = (Fo, Fl,... Vn) (t = l,2,...m) 

aller m(n+ 1) Gleichungskoeffizienten wollen wir die Matrix 

(a*!, ...ajfc„)= (Fi,...Fn) (* = l,2,...m) 

der mn Koeffizienten von iCi,...Xn betrachten und ihren Bang be- 

ziehlich durch T>/xr tt-n j T>/Tr\ 

B{Vq] Vi) und JB(Fi) (»-1,2,. ..n) 

bezeichnen. Dann ist offenbar stets 

da nämlich das erste System ein Teil des zweiten ist, so sind sicher 
alle Determinanten einer beliebigen q*^^ Ordnung von (Vi) Null, wenn 
alle Determinanten derselben Ordnung von (F©; Fi) verschwinden. 

Ist nun zunächst der Rang jener beiden Systeme gleich, so können 
wir leicht zeigen, dafs genau derselbe Satz wie der soeben für homo- 
gene Gleichungen aufgestellte besteht In der Tat, sei 

BD enthält das System (Fj, ... F„) sicher mindestens eine nicht ver- 
schwindende Determinante r^^ Ordnung, und wir können wieder die 
m Gleichungen und die n Unbekannten von vornherein so bezeichnet 
voraussetzen, dais die erste dieser Determinanten 

\aik\ «,*=:l,2,...r) 
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Yon Nnll verschieden ist, während alle Determinanten (r + 1)^ Ord- 
nung des ganzen Systemes (Vq, V^,.,. Vn) Null sind. Dann zeigen 
wir genau ebenso wie vorher, daljs das System (^i^ .../*o .../m) aqu- 
Talent ist dem Systeme (f^, . . . fr), welches ans den r ersten FmiktLonen 
gebildet wird, nnd dals durch Auflösung nach x^j,..Xr der r ersten 
Gleichungen, welche in der Form geschrieben werden können 

öta^iH h O'ir^r^ — (aiO+ ai,r+lfl?r+lH h (^inXf) (• = l,8,...r), 

Xi,...Xr linear, aber nicht homogen, durch Xr^i,...Xn ausgedrückt 
werden. 

Ist also der Rang r des vollen Systemes (Fq; Vi) gleich dem des 
Systemes (F<) der Koeffizienten von (a^9..-Xn), so werden durch das 
Gleichungssystem gewisse r unter den unbekannten linear, aber nicM 
homogen, durch die (n — r) übrigen dargestellt. 

Es sei jetzt zweitens 

iJ(FO<ü(Fo; FO; 

daim zeigt man leicht, dals jene m Gleichungen (1) überhaupt nicht dturcli 
endliche Werte von (x^, . . . o;«) befriedigt werden können. Ist nämlich 

SO denken wir uns auch hier die Gleichungen von vornherein so be- 
zeichnet, dals unter den Determinanten r^ Ordnung aus dem Eoeffi- 
zientensysteme der r ersten Funktionen (fif^fr) mindestens eine von 
Null verschiedene sich befindet. Dann beweisen wir zunächst genau so, 
wie dies auf S.338 für homogene Gleichungen geschah, dals die (m-r) 
letzten Gleichungen (/*r+i~0, .../'«= 0) eine notwendige Folge der 
r ersten, mithin für die Beschränkung der Variabilität von (^;..-^) 
überflüssig sind. 

Die r ersten linearen Funktionen schreiben wir nun in der 
folgenden Form 

fi *= «10 + 9i 
/2) A = ^w + 9% 

wo allgemein die Gröfsen 

(3) ^<= aaXi+ ai%Xi+ h a<„aw «=i,8....r) 

homogene lineare Funktionen von {a^,...x^ sind, f&r deren Eoeffi- 
zientensystem der Bang nach der Voraussetzung kleiner als r ist. Nach 
dem soeben fCLr homogene Funktionen bewiesenen Satze kann man 
also r nicht sämtlich verschwindende Zahlen ^, . . . ^r so finden, dab 
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(4) ti9i+t^9^+'- + trgr=0 

ist Multipliziert man also allgemein die i^ Funktion fi in (2) mit ti 
nnd addiert dann alle diese Produkte, so erhält man 

(4a) tj^+ 1- irfr^t^a^o + • • • + ^rörO, 

wo die rechts stehende Eonstante 

(5) C^^iaioH h^röro 

notwendig von Null verschieden ist Wäre nämlich (7 = 0, so be- 
stände zwischen den r Funktionen /^, .../*r die identische Gleichung 

was, wie auf S. 341 oben bewiesen wurde, unmöglich ist, da ihr Eoeffi- 
zientensystem nach der Voraussetzung den Bang r besitzt. 

Jede Lösung der Gleichungen ^^»0, .../).=» mülste nach (4a) 
auch die Gleichung 4 r i i 4 ^ n 

hTl'T ••*-!- trfr'^^ O 

befriedigen, nnd dies ist offenbar unmöglich, da f&r sie die linke Seite 
jener Gleichung verschwindet, während die Eonstante rechts von Null 
verschieden ist. Es ergibt sich also der Satz: 

Ein System von m linearen nicht homogenen Gleichungen 

besitzt dann und nur dann überhaupt eine Lösung, wenn 

ist. Ist r der gemeinsame Rang jener beiden Eoeffizienten- 
systeme, so sind diese m Gleichungen äquivalent einem Systeme 
von nur r unter ihnen, und ihre Lösungen bilden eine {n — r)- 
fache Mannigfaltigkeit, da sich r der unbekannten ab lineare 
nicht homogene Funktionen der (n — r) übrigen ergeben, welche 
ihrerseits völlig beliebig angenommen werden können. 



Zwanzigste Vorlesung. 

Das Beclinen mit Systemen oder Matrizen. — Diagonalsysteme. — Die elementaren 
Rechenoperationen für Matrizen. — Die Addition nnd die Subtraktion. — Die 
Multiplikation. — Grandgesetze fOr die Multiplikation der Systeme. — Die 
Division. — Die mit einer Matrix zusammenhängenden Systeme. — Das konjugierte 
und das reziproke System. — Die Systeme, deren Elemente rationale Funktionen 

einer Variablen sind. 

§1. 

Ebenso^ wie dies in der dritten Vorlesung für die Systeme Ton 
drei Horizontalreihen geschah, wollen wir im folgenden die Matrizen 
Ton beliebig yielen Zeilen und Kolonnen einer genaueren üntersnchmig 
unterwerfen, um die so gewonnenen Resultate dann auf die Theorie 
der bilinearen und quadratischen Formen, auf die üntersuchimg der 
höheren Mannigfaltigkeiten, femer auf die Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, die höhere Zahlentheorie und auf andere Fragen 
anwenden zu können. Wir werden erst dann sehen, ein wie braadi- 
bares Werkzeug die Determinante fOr die gesamte Mathematik ist 
Hier ist es aber zunächst unsere Aufgabe, dieses wirksame Werkzeug 
aitch handlich für den Gebrauch zu gestalten, und zu diesem Zwecke 
wollen wir jetzt Vorschriften für das Rechnen mit Systemen oder 
Matrizen aufstellen, durch welche der sonst notwendige zum Teil 
recht komplizierte Rechenapparat völlig entbehrlich wiri Wir werden 
sehen, dals die Betrachtung der Matrizen nichts anderes ist, als eine 
Erweiterung der elementaren Arithmetik. Die hier darzulegenden 
Prinzipien sind eine Präzisierung und Fortbildung der bereits in der 
neunten Vorlesung für Systeme von neun Elementen durchgeführten 
Betrachtungen. 

Wir wollen im folgenden die betrachteten Systeme 

(aa), (bik), (ca), . . . (i,*-!,«,...«) 

stets durch einzelne Buchstaben, und zwar im allgemeinen durch die 
zugehörigen grolsen lateinischen Buchstaben 

Ä, B, C,... 

bezeichnen. Die Anzahl der Elemente braucht nicht angegeben zu werden, 
denn wir wollen ein für allemal festsetzen, dafs, falls zwei Systeme Ä 
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und B etwa nicht gleich viele Zeilen (oder Kolonnen) haben sollten, 
dieser Defekt durch die HinzüfClgiing von Zeilen oder Kolonnen ans- 
geglichen werden soll, deren Elemente lanter Nullen sind. Bei der- 
selben Festsetzung können wir auch die betrachteten Systeme stets als 
quadratisch voraussetzen, da wir eine rechteckige Matrix durch die 
entsprechende HinzufQgung von NuU-Beihen zu einem quadratischen 
Systeme erganzen können und wollen. Wir wollen daher im folgenden 
stets Systeme n^ Ordnung, d. h. solche mit n' Elementen als gegeben 
annehmen. 

Unter eiuer Gleichimg 

zwischen zwei Systemen verstehen wir, dafis jedes der n' Elemente 
von A dem entsprechenden Elemente von B gleich ist. Diese Glei- 
chung ist also nur ein einfacherer Ausdruck f&r die n* Gleichungen 

Wir hatten bisher das Einheitssystem n^' Ordnung 

1,0,. .,0 
0, 1, ... 



[0,0,.... Ij 



(Sa) 



«,t-l,2,...n) 



gleich E gesetzt. Wir werden diese Bezeichnung auch im folgenden, 
besonders in den Fallen beibehalten, dais wir Systeme verschiedener 
Ordnung betrachten; wir werden die Einheitssysteme verschiedener 
Ordnung dann häufig durch Indizes unterscheiden, so dats sie durch 
E^, JKj, ... bezeichnet sind. Wenn wir aber, wie in der vorliegenden 
allgemeinen Untersuchung, immer Systeme gleicher Ordnung betrachten^ 
so können wir ohne Furcht vor Miisverstandnis das Einheitssystem 
durch die Zahl 1 bezeichnen. Allgemein wollen wir jedes „Diagonal- 



system" 



0,0, 



.0^ 
.0 



[0, 0,...a) 

welches in der Diagonale dieselbe Zahl a enthalt, durch die Zahl a 
bezeichnen. Hiemach müssen wir das System, dessen Elemente sämt- 
lich gleich Null sind, durch bezeichnen. 
Dann sagt also die Gleichung 

^ = 
aus, dafs alle n^ Elemente a^ des Systemes Ä gleich NuU sind. 
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Wir wollen jetzt die elementaxen Bechenoperationen f&r die Yer- 
bindimg der hier betrachteten Systeme n^ Ordnung so definieren, dafis 
jede Verbindung beliebig vieler Systeme mit ihrer Hilfe wieder ein 
ein- oder mehrdeutig bestimmtes System n^ Ordnung ergibt. 

Unter der Summe Ä + B zweier Systeme 

Ä = (aik) und JB « (ba) 

wollen wir das System 

Ä + B^{aa+ba) 

verstehen; dessen Elemente Ca gleich der Summe der beiden ent- 
sprechenden Elemente a^ und hik sind, und die Summen von mehr 
als zwei Systemen sollen ui entsprechender Weise definiert werden. Für 
die so definierten Summen besteht dann das sogenannte kommutative 
Gesetz; es ist nämlich offenbar 

Ä + B^B+Ä, A + B+C-^Ä + C + By 
femer gilt auch das sogenannte assoziative Gesetz; es ist nämlich 

Ä + (^B + C)^iÄ + B) + Ci 

kurz es gelten alle f&r die Addition von Zahlen bestehenden Gesetze 
auch für die Addition von Systemen. Ebenso verstehen wir unter der 
Differenz zweier Systeme Ä und B das System 

^ — JB = (aik — 6,*) 

und nennen Ä den Minuendus, B den Subtrahendus. 

Sind speziell a und b zwei Diagonalsysteme mit den Diagonal- 
gliedern a und b, so sind die beiden Systeme a + b und a — b nach 
dieser Definition wieder Diagonalsysteme mit den Elementen a + b 
bezw. a — &; fELr die Addition und Subtraktion der Diagonalsysteme gelten 
also genau dieselben Sätze, wie für die entsprechenden Operationen 
mit den gewöhnlichen Zahlen. 

Im folgenden werden wir auch mitunter Summen von unendlich 
vielen Systemen, d. h. unendliche Reihen 

in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. Ist allgemein 

so verstehen wir unter A das System 



A: 

nur setzen wir voraus, dafs alle n' unendlichen Reihen 
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konvergiereiL AlflfiaTiTi hatdasSystem A~(tfa) einen völlig bestimmten Sinn. 
Unter dem Produkte AB zweier Systeme 

A^{au) und B^Q>j,i) 

wollen wir; wie schon anf S. 284 erwalmt wurde, das aus A nnd B 
in dieser Reihenfolge komponierte System 

verstehen, dessen Elemente durch die Gleichungen 

Cii^ aii'bu+ o,i%^.%i-\ h ainhni^Hi VI 

bestimmt sind, wenn Hi und F/ wieder bezw. die Horizontalreihen des 
ersten und die Yertikalreihen des zweiten Systemes bedeuten. 
Analog verstehen wir xmter dem Produkte 

B^ABC 
von drei Systemen 

dasjenige System 

dessen n^ Elemente durch die Gleichungen 

fi n 
ditn^^^aikhlCim «,m = l,2,...n) 

t=l Jrzrl 

bestimmt sind; die entsprechende Definition soll fOr das Produkt von 
mehr als drei Systemen gelten. Die Systeme A, B und C nennen 
wir die Faktoren jenes Produktes D. 

Die Multiplikation oder Komposition der Systeme hat gewisse, aber 
nicht alle Eigenschaften mit der Multiplikation der Zahlen gemeinsam. 
Der wesentlichste Unterschied ist der, dals für die Multiplikation der 
Systeme im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz gilt, d. h. daCs 
im allgemeinen nicht AB^BA ist. In der Tat ist ja jedes Element 
<^ii von BA durch die Gleichung 

c[z= hnaii+ hii(hi+ h linani=- El F, 

bestimmt, und es ist offenbar im allgemeinen Cu^du. Aus diesem 
Grande werden wir stets genau zu unterscheiden haben, ob A vom 
oder hinten mit B multipliziert wird. 

Sind A und B insbesondere so beschaffen, dafs AB = BA ist, so 
heifsen A und B vertauschbar. Dieser Fall tritt speziell dann ein, 
Tveim B= A ist. Wir wollen das Produkt AA durch J.*, das Pro- 
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dtikt ÄÄA durcli Ä^, allgemein das Produkt toxi q Systemen A durch 
Ä^ bezeichnen. 

Sind femer a und h zwei Diagonalsysteme mit den gleichbezeich- 
neten Diagonalelementen; und gilt für die letzteren die Zahlengleichnng 
c s ab, so folgt ans der Eompositionsregel fOr die Systeme, dals 
anch das gleichbezeichnete Diagonalsystem c gleich dem Produkte der 
Systeme ah, oder anch gleich ha ist; zwei Diagonalsysteme sind also 
stets miteinander yertauschbar. 

Ist allgemeiner Ä ein beliebiges und a ein Diagonalsystem, so 
ist nach der allgemeinen Eompositionsregel 

aa^^, . . . aatn 
aÄ^Aa^^ : 

aaniy . . . aann 

d. h. ein Diagonalsystem ist mit jedem anderen Systeme yertauschbar. 
Dagegen besteht fOr die Komposition der Systeme ebenso wie f&r 
die Multiplikation der Zahlen das sogenannte assoziative Gesetz. 
Ebenso nämlich, wie z. B. 

3.7.2 = 21.2«3.14 

ist, erhält man z. B. bei dem Produkte ABC dreier Systeme dasselbe 
Resultat, wenn man zuerst das Produkt AB bildet und dieses hinten 
mit C multipliziert, oder wenn man A hinten mit dem Eompositions- 
resultate von B und C komponiert, d. h. es ist 

ABC^(AB)-C^A^{BC). 

Die Bichtigkeit dieser Tatsache ergibt sich, wenn man die Ele- 
mente dim des Produktes D=^ABC in jeder der beiden Formen schreibt 

dim=^^l^aahiiycifn=-^anl^htiCiA^ 

und ganz ebenso beweist man allgemein, daJb man bei einem Produkte 
mehrerer Faktoren, dieselben ohne ihre Reihenfolge zu ändern beliebig 
in Gruppen zusammenfassen kann. 

Endlich gilt fdr die Addition und die Multiplikation das sogenannte 
distributive Gesetz; sind nämlich A, B, C, D vier beliebige Systeme^ 
so besteht die Gleichung 

{A + B){C + D) = AC+BG + AD + BD, 
denn es ist 

(a.» + hik) (Cki + dkl) = I ^ ctik Cki + hik Cki + a,» du + 6.* du y 
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Ans dieser Gleichnng folgt speziell 

{A + B)C^AC + BG. 

Sind endlich a nnd h Diagonalsysteme; so ergeben sich aus den bis 
jetzt entwickelten Sätzen die beiden Gleichungen 

aAB^AaB 

(aA + bB)C=-aAC + bBC. 

Sind A, B und G drei Systeme, zwischen denen die Gleichmig 

(1) AB^C 

besteht, nnd sind allgemein A^^\ B^^\ &^^ die q^^ abgeleiteten Systeme, 
d. h. die aus ihren Unterdeterminanten p*®' Ordnung gebildeten Systeme, 
so folgen, wie auf S. 321 bewiesen wurde, aus (1) die n Gleichungen 

(la) ^<^>^^>==0(^> (e-i.«....«), 

und die entsprechenden Gleichungen gelten für Produkte yon mehr 
als zwei Faktoren. Wählen wir speziell (^=n, so werden die abgeleiteten 
Systeme n^' Ordnung gleich den Determinanten | J.|, \B\y {(7|, d. h. 
die Gleichung (la) geht über in 

(Ib) \A\.\B\^\C\. 

Das Produkt A B kann also nur dann gleich Null sein, wenn mindestens 
6ine der beiden Determinanten | A \ oder | B \ yerschwindet. 

Ist allgemeiner einer der beiden Faktoren, etwa A, vom Bange r, 
80 ist das abgeleitete System nächst höherer Ordnung J.^*"^^^ gleich Null, 
und aus der Gleichung (la) ergibt sich für (> = r + 1, dafe auch C^*"^^^ 
gleich Null ist, daJs also das System C entweder auch yom Bange r 
oder von niedrigerem Bange ist; und da derselbe Satz fdr Produkte 
von beliebig yielen Faktoren besteht, so erhalten wir das folgende 
Theorem: 

Der Bang eines Produktes D^AB-C ist höchstens 
gleich dem Bange desjenigen Faktors, welcher den kleinsten 
Bang hat. 

Wir werden diesen letzten Satz später sehr wesentlich yeraUgemeinem 
und piuzisieren. 

Sind A und B vertauschbar, ist also AB^BA^ so folgt durch 
Übergang zu den abgeleiteten Systemen, dals auch A^^^B^^^== B^^^A^\ 
d. h. dals auch alle abgeleiteten Systeme vertauschbar sind. 

Eroneoker, Detennliuuiten. 23 



354 Zwanzigste Vorlesung. 

§2. 

In der elementaren Arithmetik definiert man einen rationalen 
Bmch x = — siB diejenige Zahlgröfse^ welche mit a multipliziert h gibt 
Wir stellen uns jetzt für den Bereich der Systeme die folgende ana- 
loge Aufgabe, welche uns eine Definition fOr die Division zweier 
Systeme liefern wird: 

Es sollen diejenigen Systeme X gefunden werden^ welche 
die Gleichung 
(1) ^Z-JB 

befriedigen, wenn Ä und B beliebig gegebene Systeme be- 
deuten. 
Wir betrachten diese Aufgabe zunächst nur in dem Falle, dals die 
Determinante von Ä nicht verschwindet; dann zeigt man leicht, dab 
diese Gleichung stets eine eindeutig bestimmte Lösung besitzt. 

Wahlen wir nämlich zunächst für B das Einheitssystem, so zeigten 
wir bereits auf S. 332flgd., dafs die spezielle Gleichung 

(la) ÄX^l 

die eindeutig bestimmte Losung X=s-4.""^ besitzt, wenn wieder AT^ 
das zu J. reziproke System bedeutet, und dals dieses stets und nur 
dann existiert, wenn | ^ | ^ ist. Wir werden im folgenden dieses 

reziproke System mitunter durch -j- bezeichnen. Da dasselbe nach (9) 

auf S. 332 mit Ä vertauschbar ist, so bestehen die Gleichungen 

Mit Hilfe dieses Resultates können wir nun die allgemeinere Glei- 
chung (1) leicht auflösen. Multiplizieren wir nämlich beide Seiten 

vom mit dem reziproken Systeme -j; so erhält man für X die dieses 

System eindeutig bestimmende Gleichung 

X^^'B = Ä-''B. 

unter derselben Annahme | J. { ^ kann auch die andere Gleichung 

YA^B 

nach Y aufgelöst werden; sie gibt for F die eindeutig bestimmte 
Lösung 

Y=^B'^^BA''\ 
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Im allgemeinen sind diese beiden Systeme X und Y voneinander ver- 
schieden^ es sei denn^ dais B nnd A miteinander yertanschbar sind. 
Ist nämlich j -n -a a 

nnd multipliziert man diese Gleichung vom und hinten mit -j9 so folgt 

Nur in diesem Falle können und wollen wir den gemeinsamen Wert 
dieses Produktes ebenso wie in der elementaren Arithmetik gleich 

A 
setzen und ihn als den Quotienten der beiden Systeme B und A be- 
zeichnen. B heilst dann der Zahler, A der Nenner dieses Quotienten. 
Sind also B und A yertauschbare Systeme, und ist | J. | ^ 0, 

SO gibt es ein und nur ein System -j; für welches die beiden 
Gleichungen ^ ^ 



erftült sind. 



^•i-i'^ = -B 



Ist C= -T' ist also AC= CA = B^ so folgt durch Übergang zu 
den abgeleiteten Systemen, dals auch 

ist; und da nach dem auf S. 331 bewiesenen Satze aus | J. | ^ auch 
I A^^^ I ^ folgt, so ergibt sich, dais 

ist. Das abgeleitete System q*^ Ordnung eines Quotienten ist also 
gleich dem Quotienten der abgeleiteten Systeme gleicher Ordnung von 
Zähler und Nenner. 

Ist dagegen die Determinante | J. { = 0, so braucht die Gleichung (1) 
nicht notwendig eine Lösung zu haben; ist dies aber der Fall, so hat 
sie deren unendlich yiele. Ist nämlich A vom Bange r, so dafs abo 
das (r + 1)** abgeleitete System A^'"^^^ gleich NuU ist, so folgt ja aus 
der als bestehend yorausgesetzten Gleichung (1), dals auch 

J^(r+l)jj-(r+l)^jg(r+l) 

ist^ dafs also in diesem Falle auch das System B^'"^^^ gleich Null sein 
muis. Die Gleichung (1) ist also nur dann lösbar, wenn der Bang 
Ton B gleich oder kleiner als der Bang von A ist. Auf die Be- 
dingungen fQr die Lösbarkeit der Gleichung (1) soU später noch ge- 
nauer eingegangen werden. 
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Ist die Grleichnng ÄX = B aber möglicli, und sind X^ und X^ 
etwa zwei Lösungen derselben^ so folgt aus den beiden Gleicbungen 

AXi = B und AX^-=>B 

durch Subtraktion 

d. h. sind X^ und X^ irgend zwei Lösungen dieser Gleichung, so ist 
ihre Differenz eine Lösung der Gleichung 

(2) ^X^'^=0. 

Man findet also alle Lösungen der Gleichung (1), wenn man zu irgend 
einer unter ihnen alle Lösungen der Gleichung (2) addiert; es ist 
daher nur nötig diese letztere Gleichung genauer zu untersuchen. 

Hier tritt uns nun ein zweiter wesentlicher Unterschied zwischen 
dem Rechnen mit Zahlen und dem Bechnen mit Systemen entgegen. 
Während nämlich ein Produkt zweier oder mehrerer Zahlen nur dann 
Null sein kann, wenn mindestens einer seiner Faktoren verschwindei^ 
gilt dasselbe far ein Produkt zweier Systeme nur dann, wenn das eine 
von ihnen eine von Null verschiedene Determinante hat Ist nämlich 
I J. I = 0, so kann das Produkt Ä X gleich Null sein, ohne dals A 
oder X verschwindet. 

In der Tat folgt aus der Gleichung 

dais die unbekannten Elemente (xn, Xn, ...Xif^ einer jeden Vertikal- 
reihe Vi des Systemes X Lösungen der n homogenen linearen Glei- 
chungen S,F/ = 0, S^F/^O, ...ir„F/ = = 1,1....«). 
oder der Gleichungen 

^11^1+ \- <HnXn=0 

(3) : 

«nia^iH h annXn^O 

sein müssen. Ist nun der Bang von Ä gleich r, so besitzen diese 
Gleichungen nach dem auf S. 344 bewiesenen Satze genau n — r un- 
abhängige Lösungen, aus denen sich alle anderen homogen und linear 
zusammensetzen lassen. Wir denken uns ein solches System gebildet 
und schreiben es als eine Matrix von » — r Kolonnen 



(4) 



•*'U> *J, n— I- 
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80 da£s jede der n — r Vertikalreihen 'Vf\ . . . V^Lr einer jener xm- 
abhängigen Lösimgen entspricht. Ergänzen wir diese Matrix durcli 
Hinznftigang von r aus lauter Nullen bestehenden Kolonnen zu einem 
quadratischen Systeme X^^^ von n* Elementen Xa, so ist X^^^ ein System 
vom Bange n — r, welches die Gleichung 

befriedigt. Multipliziert man diese Gleichung noch hinten mit einem 
beliebigen Systeme P = (p^j), so erhält man 

d. h. jedes System 

X=^X^'^P oder {xn) = (xf^(jPki) 

genügt dieser Gleichung ebenfalls. Endlich erkennt man leicht; dals das 
Produkt X^^^P die allgemeinste Lösung jener Gleichung darstellt. Soll 
nämlich X = (Xii^ eine Lösung der Gleichung AX==^0 sein, so müssen 
die Elemente (xuy...x„i) je einer Vertikalreihe die Gleichungen (3) 
befriedigen; sie müssen daher homogen und linear aus den entsprechen- 
den Elementen der Matrix (4) mit beliebigen Koeffizienten zusammen- 
gesetzt sein. Also müssen für jede solche Yertikalreihe Gleichungen 
bestehen, welche auch folgendermalsen geschrieben werden können 

WO die Elemente p^^ beliebige Konstanten bedeuten. Diese n^ Glei- 
chungen können aber durch die eine 

(^»)=(a^?)(i>j 

ersetzt werden; unsere Behauptung ist daher vollsiändig bewiesen. 
Es gilt also der Satz: 

Die Gleichung J.X = besitzt, wenn Ä vom Bange r 
ist, eine Lösung X^^^ von dem komplementären Bange w — r, 
und die allgemeinste Lösung derselben Gleichung geht aus X^^^ 
durch hintere Komposition mit einem beliebigen Systeme P 
hervor. 

Zusammenfassend können wir also sagen, dails man Systeme genau 
ebenso addieren, subtrahieren, multiplizieren und mit ihnen, falls ihre 
Determinante nicht Null ist, dividieren darf, wie mit gewöhnlichen 
Zahlen, und dafs hierbei alle in der elementaren Arithmetik gestatteten 
Umformungen und Vereinfachungen ebenfalls erlaubt sind. Nur darf 
man erstens im allgemeinen die Beihenfolge der einzelnen Mxdtiplika- 
tionen und Divisionen nicht vertauschen, und zweitens darf man aus 
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dem Verschwinden eines Produktes nicht auf das Verschwinden eines 
seiner Faktoren schlieüsen, es sei denn^ dals die übrigen Faktoren von 
Null verschiedene Determinanten haben. 

§ 3. 

Mit jedem Systeme Ä Mngen gewisse andere Systeme, nämlicli 
das konjugierte und das reziproke System nahe zusammen. Wir nennen 
hier wie auf S. 144 das System Ä = («»*), welches aus A durch Ver- 
tauschung der Zeilen mit den Kolonnen hervorgeht, das zu Ä kon- 
jugierte oder das transponierte System. Nach dieser Definition 

ist also einfach „ 

ai*=ö*f (t.*=i,2,...fi). 

Konjugierte Systeme haben offenbar gleichen Rang und gleiche Deter- 
minanten. Sind femer Ä und Ä konjugiert, so sind auch die ent- 
sprechenden abgeleiteten Systeme Ä^^^ und Ä^^^ konjugiert. Das kon- 
jugierte System zu aÄ ist aÄ] das konjugierte System zu einer Summe 
A + B ist gleich der Summe Ä + B der konjugierten Systeme. Das 
zu Ä konjugierte System ist wieder das ursprüngliche System. EndHch 
erkennt man leicht, dafs das konjugierte System zu dem q^^ abgeleiteten 
Systeme Ä^^^ gleich dem q*^ abgeleiteten Systeme A^^^ von A ist. 

Ein System 8 = (Sii) heifst symmetrisch, wenn es seinem kon- 
jugierten Systeme gleich, wenn also 

ist. Ist A ein beliebiges System, A das ihm konjugierte, so ist die 

Summe _ 

S = A + A = {aa + ak^ 

offenbar stets symmetrisch. 

Ein System A = (a,jfc) heüjst alternierend, wenn 

Ä A, 

d.h. 

dik = — Ctki 

ist, wenn es also bei der Vertauschung seiner Zeilen und Kolonnen 
nur das Vorzeichen ändert. In einem alternierenden Systeme sind alle 
Diagonalelemente offenbar gleich Null. Sind -4. = (aa) und J. = (ajti) 
zwei beliebige konjugierte Systeme, so ist die Differenz 

A-'Ä=^(aik — ak^) 
stets ein alternierendes System. 

Jedes System A kann hiemach stets auf eine und nur auf eine 
Weise als Summe eines symmetrischen und eines alternierenden Systemes, 
nämlich in der Form 



dargestellt werden. 
Ist 

also 
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C = AB, 



Cii—y^aahu, 



und ist C=(Ci^ das zu C konjugierte System, so wird 
d. h. es bestellt die Gleichung 

der entsprechende Satz fär Produkte von drei und mehr Faktoren wird 

genau ebenso bewiesen. 

Ist also C = AB •• D ein Produkt beliebig vieler Systeme, 
so ist das konjugierte System C gleich dem Produkte der kon- 
jugierten Faktoren, aber in umgekehrter Reihenfolge. 

Sind zwei Systeme Ä und B miteinander vertauschbar, so folgt 
aus der Gleichung ÄB^BÄ durch den Übergang zu den Konjugierten 

BÄ^ÄB', 

alsdann sind also die konjugierten Systeme ebenfalls vertauschbar. 

Ist Ä ein beliebiges System, A das konjugierte, so ist das Produkt 

S = AA 
symmetrisch, weil nach dem soeben bewiesenen Satze S = 8 ist Be- 
zeichnet man die Horizontalreihen von A, also auch die Yertikalreihen 
von A durch (JS^, . . . Hn), so i&i AA = {Hi-Hj). Hieraus folgt, dals 
das Produkt AAy falls die Elemente von A reelle Zahlen sind, nur 
dann gleich Null ist, wenn ^ := J. == ist; denn die Diagonalglieder 

sind nur dann alle Null, wenn alle Elemente a^ verschwinden. Da femer 

ist, so folgt genau ebenso, dafs das Produkt S^^AA dann und nur 
dann vom Bange r ist, wenn das gleiche von A gilt. 

Ist A ein System von nicht verschwindender Determinante \A\, 
so existiert zweitens ein und nur ein System Ar^ = -T^} welches mit A 
durch die Gleichung 
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(1) Ä-^=^Ä=i 

zusammenhangt, und welches, wie bereits erwähnt, das zn Ä reziproke 
System genamit wird. Seine Determinante ist -r-jj- 

das Produkt zweier Systeme, und ist | C| ^ 0, so gilt dasselbe von \Ä\ 
und \B\] dami besteht für das zn C reziproke System die Gleichimg 

1 _ 1 £ 
C '^ b'a' 

weil fQr dieses System die Gleichung 

offenbar erf&Ut ist. Und da man genau ebenso bei einem Produkte 
Yon mehr als zwei Faktoren schlielsen kann, so gilt der Satz: 

Ist ein System Yon nicht verschwindender Determinante 
aus mehreren Faktoren zusammengesetzt, so ist das reziproke 
System aus den reziproken Systemen der Faktoren, aber in 
der umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt. 

Geht man femer in den Definitionsgleichungen (1) f&r reziproke 
Systeme zu den konjugierten über und beachtet, dals bei diesem Über- 
gange das System 1 ungeändert bleibt, so ergibt sich 

d. h. das zu -j konjugierte System (-^j ist zu A reziprok, muls also 

mit— übereinstimmen. Also ist 
A 



1-&' 



d. h. das reziproke System des zu J. konjugierten Systemes ist 
gleich dem konjugierten des zu Ä reziproken Systemes. 

§4. 

Wir hatten bis jetzt angenommen, dals die Elemente atk der be- 
trachteten Systeme Ä Zahlen sind. Wir werden uns aber hierauf nicht 
beschranken, sondern auch Systeme in den Ereis unserer Betrachtungen 
ziehen, deren Elemente rationale Funktionen einer Variablen r sind. 
Gerade die hier abzuleitenden Resultate sind für die Anwendungen auf 
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die Theorie der Formen nnd der Formenscharen von fundamentaler 
Bedeutung. 

Es seien also jetzt die n^ Elemente a^ zunächst ganze Funktionen 
Ton r, und es sei der höchste Grad dieser Funktionen gleich a^ so 
dalB allgemein 

(1) aa=ai?r«+ ai.Vr«-i+ ... + a^^i 

gesetzt werden kann, wenn die Elemente ai^^ Zahlen bedeuten; hier 
können gewisse aber nicht alle n* Koeffizienten afl von r" gleich Null 
sein. Dann kann unser System folgendermaJben geschrieben werden 
/l^) A = (a«) = (aftV) + (4Vr«-^) + • • • + (ctti) 

wo fSr die Potenzen r* jetzt wieder die Diagonalsysteme zn setz^i 
sind, deren Diagonalelemente r* sind und wo die Systeme Äi durch 
die Gleichungen ^ ^ ^^^^^ ^ ^ ^^^^^^ ...J^ = (a^»)) 

bestimmt sind. Nach der Voraussetzung ist dann das System ^^0, 
da ja nicht alle Elemente a^ verschwinden sollen. Alle diese Systeme 
sind also ganze Funktionen von r; die Zahl a soll der Grad des 
Systemes Ä heilsen. 

Sind jetzt A^A^r- + Ä,r—^ + • • • + ^« 



mehrere derartige Systeme^ so kann man mit ihnen wieder genau 
ebenso wie mit Zahlensystemen rechnen^ wenn man die elementaren 
B^chenoperationen gemäfs den in § 1 und 2 dieser Vorlesung an- 
gegebenen Regeln definiert. 

Speziell ergibt sich für das Produkt AB zweier solcher Systeme 
die Gleichung 

ÄB=^(Ä^r-+A^r^-''+^--){Borß+B,rß-^+'") 
^^^ = A^B,r--^ß + (A^B, + A,B,) r^+^-i + ■ • • 

Also ist der Grad eines Produktes höchstens gleich der Summe der 
Ghrade seiner Faktoren^ und er mufs genau gleich der Summe sein, wenn 
mindestens eine der beiden Determinanten |^| und \Bq\ von Null 
verschieden ist. Sind aber jene beiden Determinanten gleich Null, so 
kann, wie auf S. 356 gezeigt wurde, das Produkt A^Bq sehr wohl 
Null, also der Ghrad yon AB kleiner als a + i3 sein. 

Allgemeiner ist der Grad eines Produktes ABC gleich der Summe 
der Grade von A, B und C, wenn von den Koeffizienten A^, Bq, Cq 
der höchsten Potenzen Ton r mindestens zwei eine nicht yerschwindende 
Determinante haben. 
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Ist die Detenninante von A nicht identisch, d. h. nicht ftir variable 
Werte von r gleich Null, so existiert auch hier ein eindentig be- 
stimmtes reziprokes System zu A^ welches wir wieder durch AT^ oder 

durch -j bezeichnen, und für welches die Gleichungen 

bestehen. Seine Elemente a!a sind die TJnterdeterminanten von A 
dividiert durch \A\y also gebrochene rationale Funktionen von r. 

Wir wollen im folgenden auch solche Systeme betrachten, deren 
Elemente gebrochene rationale Funktionen von r sind; wir wollen jetzt 
ein System A ganz oder gebrochen nennen, je nachdem seine Ele- 
mente sämtlich ganze Funktionen von r sind, oder auch nur eines von 
ihnen eine gebrochene Funktion von r ist. 

Sind die Elemente aair) gebrochene rationale Funktionen von r, 
so können sie bekanntlich in endlicher Umgebung einer beliebigen 
Stelle (r = a) in konvergente Potenzreihen entwickelt werden, deren 
jede höchstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von r — a 
enthalt. Ist nun allgemein 

SO kann für eine endliche' Umgebung jener Stelle das System A = {an (**)) 
folgendermafsen geschrieben werden 

WO die Koeffizienten Ax^ (afk) die aus den betreffenden Entwickelungs- 
koeffizienten der rationalen Funktionen aa(r) gebildeten Zahlen- 
systeme sind. 

Entwickeln wir analog die rationalen Funktionen ai]t(r) in der 
Umgebung der Stelle (r = cx>), d. h. fär grolse Werte von r nach 
fallenden Potenzen von r, so erhalten wir analog aus den n' Reihen 

(3b) an(r) = ail^V^ + - • • + a^'V + af^ + -^ + • • • (.•,*=i,8...-) 

die folgende, für genügend grofse Werte von r konvergente Entwicke- 
lung des rationalen Systemes A = (a^* (r)) 

(3c) Ä = A_^r9+ Ä_^^_^^r<!-^+ ■■■ + Ä_^r + A^ + ^+ ■: 

In diesem weiteren Bereiche der rational gebrochenen Systeme 
haben nun die beiden Gleichungen 
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(4) AX=^B und TÄ=^B 

wieder die eindeutig bestimmten Losungen 

X^^'B und T^B~, 

A A 

welche im allgemeinen voneinander yerschieden sind. 

Hier wollen wir nur noch einen für das Spätere sehr wichtigen 
Satz beweisen, welcher zeigt, wie nahe die Theorie der Systeme mit 
der Theorie der rationalen Funktionen verwandt ist. Es seien 

^ ^ B = B,rß+B^rß-'^+ + Bß 

zwei Systeme, deren Grade in Bezug auf r gleich a und ß sind, und 
es sei a ^ /J; ferner besitze der Koeffizient A^ von r^ eine von Null 
verschiedene Determinante. Dann kann man genau ebenso wie bei der 

Division ganzer. Funktionen den Quotienten B--^ m der Form schreiben 
(6) B.i- = C + D.j-, 

WO 

ein ganzes System vom Gh-ade ß — a und 

von niedrigerem als dem a^^ Ghrade in r ist. Auch hier wollen wir C 
den Quotienten und D den Best der hinteren Division von B durch A 
nennen. Beide Systeme C und D sind hierbei eindeutig bestimmte 
ganze Systeme. 

Um diesen Satz zu beweisen, multiplizieren wir die Gleichung (6) 
hinten mit A und setzen fiir A^ B, C, D ihre Werte. Dann bestimmen 
sich die unbekannten Zahlensysteme d und Du aus der Gleichung 
(6a) B^CA + B, 

welche ausgeschrieben so lautet 

Durch Ausführung der Multiplikation und Koeffizientenvergleichung 
ergeben sich für Cq, C7i, ... Cß—a die /S — a + 1 Gleichungen 

^0 -^0 "^ -^0 
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Da die Determinante | JIq | ^ ist^ so bestimmen sich hieraiu 
Co, Ci, . . . Cß-a eindeutig; man erhalt nämlich 

; 

nnd ans der Gleichung 

B^B-CA 

wird auch B eindeutig. bestimmt. 

Genau ebenso zeigt man, dafs sich auch bei vorderer Division 
von B durch A eine eindeutig bestimmte Gleichung 

(6b) i.s=ö+j-5 

oder 

(6c) B=^AC+B 

ergibt, in welcher der Quotient C vom Grade ß — a und der Rest D 
höchstens vom Grade a — 1 ist 

Ergibt sich in der Gleichung (6 a) 2) = 0, so hei&t A ein hinterer 
Teiler von B, weil dann B= CA ist. Ergibt sich in (6c) D = 0, so 
heifst aus dem analogen Grunde J. ein vorderer Teiler von B. Weldie 
Bedingungen hierfür notwendig und hinreichend sind, werden wir 
später darlegen. 

Ist die Determinante des Systemes A(r) 

\A{r)\^\A,r-+A,r--^+-^ + Aa\ 

nicht identisch Null, ist aber | J^ | = 0, so kann man die Division 
von B durch A nicht in der hier angegebenen Weise ausführen, wohl 
aber dann, wenn man an Stelle von r eine neue Variable einf&hrt 

Ist nämlich |^(r)| nicht identisch Null, so gibt es sicher einen 
Wert Tq von r, für welchen | J.(ro)|^0 ist. Ersetzt man dann den 
Parameter r durch die neue Variable /, welche mit r durch die um- 
kehrbare Substitution 

(7) r = r,+ ^, r-»^ 
zusammenhängt, so wird 

Das neue System 

(8) a(r') = r'-^(r) = r'-4(ro) + r'»-^^'(r,) + ...+^^<>o), 
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welches sich von A{r) nur durch den Faktor r'" unterscheidet, ist also 
ebenfalls eine Funktion a**" Grades von r', in welcher jetzt aber der 
Koeffizient A(r^ von /" eine von Null verschiedene Determinante hat. 
Setzt man ebenso 

(8a) a3(0 = r"'^(r), 

SO kann man bei dem Quotienten 

die Division in der oben angegebenen Weise ausführen. Ergibt sich 
dann der Divisionsrest S)(/)=»0; so besteht die Gleichung 

(9) »(/) = ©(.')«(/), 

in der ffi(r') in r' vom Grade ß — a ist; setzt man also 

80 wird C{r) ebenfalls eine ganze Funktion von r, und durch Division 

mit f^ ergibt sich 

(9a) B{r)^C{r)A(r). 

Besteht umgekehrt die Gleichung (9);. so folgt durch Multiplikation 
mit / die Gleichung (9 a); man kann also diese Methode stets an- 
wenden, um die Teilbarkeit von B{r) durch A{r) zu imtersuchen, falls 
nur nicht |-4.(r)) identisch verschwindet 
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Die Teilbarkeit und die Äquivalenz der Systeme. — Elassen äquivalenter Systeme. 
— Die Invarianten für die äquivalenten Systeme. — Erste Definition der Äqui- 
valenz. — Der Eang der Systeme. — Der Rang ist die einzige Invariante für die 
äquivalenten Systeme. — Die ganzen nnd die gebrochenen Systeme der Be- 
reiche (1) nnd (r). — Der Diagonalteiler eines Systemes. — Zweite Definition der 
Äquivalenz. — Die Determinantenteüer nnd die Elementarteiler eines Systemes. — 
Die reduzierten Systeme. — Zwei Systeme sind dann nnd nur dann äquivalent, 
wenn ihre Determinantenteüer oder ihre Elementarteiler gleich sind. 

§1. 

Wir gehen jetzt dazu über, den durch das Mnltiplikationsprinzip 
gegebenen Zusammenhang der Systeme untereinander zu untersuchen 
und sie auf Grund dieser Beziehungen in Elassen äquivalenter Systeme 
einzuteilen. Wie aber bereits in der fünften Vorlesung hervorgehoben 
wurde ; mulk die Definition äquivalenter Systeme je nach dem Zwecke 
der gerade vorliegenden Untersuchung eine verschiedene sein. Wir 
werden von der einfachsten und umfassendsten Klasseneinteilung allmäh- 
lich zu den engeren und komplizierteren übergehen und jedesmal ver- 
sucheU; diejenigen Invarianten zu finden^ deren Gleichheit für zwei 
Systeme die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist^ daXs sie 
auf Ghrund der gerade geltenden Definition in dieselbe Klasse gehören. 

Wir gehen bei dieser Betrachtung zunächst von der einfachsten 
Definition der Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes aus und 
gründen auf diese die erste Definition der Äquivalenz: 

Sind zwei Systeme Ä und B so beschaffen^ daCs zwischen 
ihnen eine Gleichung 
(1) ß^PÄQ 

besteht^ wo P und Q ganz beliebige Systeme bedeuten, so 
heilst Ä ein Teiler oder Divisor von B, oder B ein Viel- 
faches oder Multiplum von A. 

Ist sowohl B ein Vielfaches von Ä, als auch A ein Viel- 
faches von B, besteht also au&er der Gleichung (1) eine 
zweite Belation 

(la) A^BBS, 

so heifsen A und B äquivalent; diese Beziehung soll durch 
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(Ib) Är^B 

ausgedrückt werden. Alle nach dieser Definition äquivalenten 
Systeme sollen in eine und dieselbe Klasse gerechnet v^erden. 

Es ist klar^ daCs bei dieser Definition die drei Fundamentalsätze 
für die Äquivalenz bestehen, welche wir bereits auf S. 72 aus- 
gesprochen hatten: 

1. Ist J. ~ B, so ist auch J? ~ J.. 

2. Jedes System ist sich selbst äquivalent. 

3. Sind zwei Systeme A und B einem dritten C äquivalent, so 
sind sie auch untereinander äquivalent. 

Ist A ein Teiler von B, und besitzen in der dann bestehenden 
Gleichung B = PA Q die beiden Multiplikatoren P und Q von Null 
verschiedene Determinanten, so ist sicher auch B ein Teiler von A, 
d. h. in diesem Falle sind A und B äquivalent; denn unter dieser Vor- 
aussetzung existieren ja die reziproken Systeme P""^ und ^""^i und durch 
Auflösung der obigen Gleichung nach A ergibt sich die andere 

A^P-^BQ-^ 

Wählen wir für A speziell das System J. == 0, dessen w* Elemente 
sämtlich Null sind, so ist offenbar jedes Multiplum B = P.O.Q eben- 
falls gleich Null, und ein System B ist daher dann imd nur dann 
äquivalent Null, wenn es gleich Null ist. 

Geht man femer in der Gleichung (1) zu den abgeleiteten Systemen 
über, so folgen aus ihr die n Gleichungen 

(2) JB(?)_p(?)^(?)gW (^ = l,2,...n); 

und falls B f^ A ist, ergeben sich aus (la) die weiteren 

(2a) A^^^^R^^^B^^^S^^\ 

Man erhalt also sofort den Satz: 

Ist A ein Teiler von B, so ist auch jedes abgeleitete 
System A^^^ ein Teiler des entsprechenden abgeleiteten Systemes 
B^^\ Ist speziell A<^ B, so ist auch für je zwei abgeleitete 
Systeme gleicher Ordnung A^^^ ^^ B^^^> 

Mit Hilfe dieser Sätze können wir nun gleich eine notwendige 
Bedingung dafür angeben, dafs A ein Teiler von B bezw. dafür^ dals 
Af^B ist. 

Ist nämlich B ein Multiplum von Aj und ist A vom Range r^ so 
ist Ai^'^^^^Oy imd aus der dann bestehenden Gleichung (2) für 
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Q = r + 1 folgt weiter, dafs auch S^''+'^=P^''+'^0. ^^''+'^ = 0, dafii 
also B höchstens Yom Bange r sein kann. 

Ist also B ein Mnltiplom von Ä, so ist der Rang yon B 
gleich oder kleiner als der Bang von Ä. 

Ist speziell B ^^ Äy so ist der Bang yon B höchstens gleich dem 
Bange vom A, aber anch umgekehrt der Bang von A höchstens gleich 
dem Bange yon B, und hieraus folgt der Satz: 

Äquiyalente Systeme haben gleichen Bang. 

Alle Systeme derselben Klasse haben somit denselben Bang; der 
Bang ist also eine Invariante für alle äquivalenten Systeme. 

Wir wollen aber jetzt weiter zeigen, dab zwei beliebige Systeme 
von gleichem Bange auch stets äquivalent sind, daCs also der Bang 
der Systeme für diese Art der Äquivalenz die einzige Invariante ist. 
Zu diesem Zwecke beweisen wir, dafs jedes System vom Bange r äqui- 
valent ist dem sogenannten reduzierten Systeme Er von gleichem 
Bange, nämlich demjenigen Diagonalsysteme 

1,. 0, o,...oi 

0, '•!, 0,...0 
0,...0, 0,. 
0,...0, 0, "-0 

dessen r erste Diagonalelemente gleich Eins sind, während die n — r 
letzten Null sind. Ist das bewiesen, so folgt ja nach dem dritten 
Fundamentalsatze der Äquivalenz aus den beiden Äquivalenzen 

A f^ Er, B f^ Er 
in der Tat 

Ar^B. 

Wir werden die Bichtigkeit dieses Satzes dadurch beweisen, da(s 
wir für ein beliebiges System A vom Bange r zwei Multiplikatoren P 
imd Q von nicht verschwindender Determinante angeben, für welche 

PAQ^Er 

ist. Da dann nämlich auch A^P^^ErQ"^ ist, so ist hiermit 
unsere Behauptung in ihrem vollen ümfEunge bewiesen, und wir kennen 
au&erdem zwei Multiplikatoren P und Q von nicht verschwindender 
Determinante, für welche PAQ==Er ist. Ist dann femer auch B 
von demselben Bange, so kennen wir auch zwei ebensolche Mul- 
tiplikatoren, für welche BB8==Er ist. Dann folgt endlich aus der 
Gleichrmg FAQ ^ BBS 



Er 
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durch Auflösung nach Ä die Gleichung 

^-(p-^iJ).JB.(SO» 
cLh. wir kennen dann aach zwei Faktoren P~^B and SQ~\ welche 
B in A fiberfOhren, und ebenso gebt- A durch Komposition mit jR~^ P 
und Q8~^ in B über. 

§2. 
Den Beweis f&r die Äquivalenz eines beliebigen Systemes Ä .vom 
Bange r mit dem zugehörigen Diagonabysteme Er fOhren wir jetzt 
folgendermaben: Wir komponieren Ä vom und hinten mit gewissen 
geeignet gewählten „Elementarsystemen^^ von nicht verschwindender 
Determinante und zeigen, dafs man hierdurch Ä in. Er überführen 
kann. Bezeichnen wir dann das Produkt aller vorderen Eompositions- 
systeme durch P, das der hinteren durch Q, so sind ja | P | und | Q \ 
nicht gleich Null, und aus der Gleichung 

PÄQ^Er 

folgt in der Tat. die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Als Elementarsysteme wollen wir in diesem Falle analog, wie 
dies bereits auf S. 146 geschah, die folgenden drei Klassen von 
Systemen ansehen: 

I. Die (n — 1) sogenannten Permutations- oder Yertauschungs- 



systeme 



Pk- 



o,o,...o, 

0,1,...0, 



•1, 0,...0) 

0, o,...o 



1,0,...0, 0, o,.,.o 



(» = S,8,...ii), 



0;0,...0, 0, 0,...l 

von denen allgemein P« dadurch aus dem Einheitssysteme 
hervorgeht, dafs man seine erste Zeile mit der negativ ge- 
nommenen Jc*^ vertauscht, d. h. durch die Yertauschung 
(H^, —Sk). Es ist daher allgemein |Pife| = 1, da durch diese 
Yertauschung die Determinante des Einheitssystemes nicht ge- 
ändert wird, 
n. Das System f 1 1 ' 

0, 1,0,... 
TTi« 0, 0, 1,...0 

.0,0,0,...l 
seine Determinante ist ebenfalls gleich Eins. 

Kzoaeoktr, D»torm1n>iit<m. 24 
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nL Die Systeme 



Tr- 



t, 0,...0 
0, 1, ...0 



lo,o,...ij 

wenn t eine beliebige Ton Null Terschiedene Konstante be- 
deutet Es ist |T(|=«;. 

Zn diesen Systemen können wir ancb das allgemeinere 

1, t, 0,...0\ 

0, 1, 0,...0 

(1) Fi= .' 

.0,0, 0,...l, 
hinzunehmen, wie ans der Eompositionsgleidrang 

(2) Wi-Tt.W^.Tr, 
d. h. ans ' 

/l,t, :\ /<, 0, :\/l, 1, :\f|'0, 

^^*) V^}^}JV^}^}Ä^^h::) o, i, 



unmittelbar folgt. Ebenso können wir auch das konjugierte System 

hinzurechnen^ wo hier, wie im folgenden ein in dieser Weise abgekürzt 
geschriebenes System durch die dem Einheitssysteme entsprechenden 
Elemente zu einem Systeme Ton n' Elementen ergänzt werden soll. 
Geht man nämlich in der obigen Gleichung (2 a) zu den konjugierten 
Systemen über, so folgt nach dem auf S. 359 bewiesenen Satze 



während 



ist. 



C;?)-(ti)(l;?)(o:?> 



Genau ebenso, wie diäs auf S. 148 flgd. gezeigt wurde, beweisen wir 
nun die Richtigkeit der folgenden Kompositionsgleichungen, welche 
zeigen, in welcher Weise ein beliebiges System 

durch hintere Komposition mit einem dieser Elementarsysteme ge- 
ändert wird. 
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ÄPt^iVt, F„... Ft_i, - Fl,... F.) 

(4) ÄW,= ir„r, + tr„r,, f.) 

AT,=^(tr„ F„ F«), 

und unter Hinzuziehung des konjugierten Systemes Wt erhalt man die 
analogen Formeln f&r die vordere Komposition 

(4a) WtA^{H^,E,+ tn^,H^, H^) 

TtÄ^{tH^,H„ Hn). 

Hatte man die Kompositionen statt mit Pk mit dem reziproken 
System Pl^Pr^ ausgef&hrt; so hätte sich dieselbe Yertauschung der 
beiden Parallelreihen ergeben; nur erhielte dann jedesmal die andere 
Reihe das negative Vorzeichen. Durch vordere oder hintere Kom- 
position mit Pl^^Pk. Pk endlich werden nur H^ und H^ bez. F^ und 
Vk ohne Yertauschung zugleich mit —1 multipliziert 

Aus den letzten Gleichungen der beiden Systeme (4) und (4 a) 
in Verbindung mit den soeben gemachten Bemerkungen ergibt sich, dals 
das System A in ein äquivalentes übergeht, wenn man seine erste 
Reihe mit einer beliebigen Parallelreihe unter gleichzeitiger Vorzeichen- 
änderung einer der beiden Reihen vertauscht. Hieraus folgt leicht, 
dals man überhaupt durch Vertauschung von zwei beliebigen Parallel- 
reihen (Fa, VT) oder {Hi^ Hi) miteinander wieder zu einem äquivalenten 
System gelangt. In der Tat erhalt man bei Beachtung von (4) 
und (4 a) leicht die Gleichungen 

A PAT_iP,r_iP*2Li=(Fi,... F„... V,,...), 
T^tP.I^tPtT^tPU ^{H,,...H;,. .Hk,...)] 

denn jene Elementarkompositionen bewirken in beiden Fällen der 
Reihe nach die folgenden Veränderungen 



F* 

-Ft 

F 

-F 

Fx 



-Vi 

-Vi 
-Vi 

r, 

F 



. r j . . . 

F 
F 
Ft 
F 
F 
F 



-Hu 
H, 

-S, 
H, 

■Hi 



fix 
fix 

Si 



Hl,. 

s, 
s, 

Hu 
Hu 



Da man endlich zwei beliebige Zeilen Hi und ^t an die Stelle von 
H^ und H^ brii^n, dann durch Tordere Eomposition mit Wt, Hj, dnrch 
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Hk + iHi ersetzen und endlicli die neuen Zeilen Hi^ Hm + tEi wieder 
durch Yertauschung mit H^ und H^ an ilue frühere Stelle bringen kann, 
und da das Analoge fOr die Yertikalreihen gut, so geht J. in ein aqui- 
Yslentes System über, wenn man zu einer beliebigen Beihe Hi (oder Fj.) 
das t-&che einer beliebigen Parallelreihe JET,- (oder V^ addiert; genau 
ebenso folgt, dals man ohne A im Sinne der Äquivalenz zu andern, 
eine beliebige Reihe von Ä mit einer von Null verschiedenen Zahl 
multiplizieren kann, wahrend die anderen Reihen ungeändert bleiben. 
Wir können also jetzt den folgenden allgemeinen Satz aus- 
sprechen: 

Ein System Ä geht in ein äquivalentes über, wenn man 

L zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, 

2. zu einer Reihe ein beliebiges Multiplum einer Psrallelreihe 
addiert, 

3. eine beliebige Zeile (oder Kolonne) mit einer von Null ver- 
schiedenen Zahl multipliziert. 

Durch diese Umformungen kann man nun ein System A^=(an) 
in ein System Er von gleichem Range überfahren. In der Tat können 
wir das erste Element a^^ von Ä von vornherein gleich Eins voraussetzen, 
falls nicht das ganze System Ä=0 ist. Denn wäre das noch nicht 
der Fall, und ist a^ ^ 0, so konnten wir die erste Kolonne durch a^ 
dividieren, wodurch a^^ in 1 übergeht. Ist dagegen o^^ >= 0, so können 
wir irgend ein von Null verschiedenes Element Ggk an die erste Stelle 
bringen und dasselbe hierauf zu Eins machen. Ist aber Oj^ » 1, so 
können wir durch die gestatteten Transformationen alle übrigen Ele- 
mente (hi nnd an von T^ und S^ auber o^^ zu Null machen. Ist 
nämlich z. B. au ein von Null verschiedenes Element von J9^, so 
kann man dasselbe dadurch zu Null machen, dafs man das Oij-fache 
der Kolonne V^ von Vi abzieht. 

Behandelt man nun in dem so sich ergebenden äquivalenten 
Systeme 

1,0, ...0 ' 
0, a^j, . . . ai« 



0, an2,... d'nf 

das innere System von (n — 1) Zeilen und Kolonnen genau ebenso 
und fährt mit dieser Transformation so lange fort, als überhaupt noch 
in dem betreffenden inneren Systeme ein von Null verschiedenes Ele- 
ment vorhanden ist, so erhalt man zuletzt ein äquivalentes System, 
welches die Form des reduzierten Systemes Er besitzt. Da aber der 
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Bang dieses zu Ä äquivalenten Sjstemes ebenfalls glei<äi r sein mnfs, 
so ist dasselbe gleich Er] es besteht also der Satz: 

Zwei Systeme A nnd B sind dann und nur dann äqui- 
yalenty wenn sie gleichen Bang haben; ist dies der Fall; so 
kann man stets zwei Multiplikatoren P und Q von nicht ver- 
schwindender Determinante so bestimmen^ dafs PA Q ^ B ist 

Hieraus folgt unmittelbar der allgemeinere Satz: 

Ein System B ist dann und nur dann ein Vielfaches von 
A, wenn sein Bang nicht groüser ist ab der Ton A. Ist 
diese Bedingung erfüllt^ so kann man zwei Multiplikatoren T 
und ü so bestimmen; dafs B » TA U ist. 

Dali9 diese Bedingung erfüllt sein muis; damit B ein Vielfaches 
Yon A ist; wurde bereits auf S. 368 bewiesen, um nun zu zeigen, 
dals sie notwendig und hinreichend ist; nehmen wir an, es sei B vom 
Bange ^, A Tom Bange r und es sei Q^r. 

Sind nun die zwei Paare yon Multiplikatoren (P, Q) und (E, 8) 
so gewählt; dais ihre Determinanten von Null verschieden sind; 
und dafs 

FAQ ^ Er, BBS^E^ 

ist; SO folgt aas der ersten Gleichung durch hintere Multiplikation 
mit En, da offenbar ErEg «» Eg ist; 

FAQ Eg^ BBS, 

denn der gemeinsame Wert beider Seiten ist ja E^] und durch Auf- 
losung dieser Gleichung nach B ergibt sich endlich 

B=^{B'-^P)A(QEgS^% 

womit unser Satz vollständig bewiesen ist. 

§3. 

Wir wenden uns jetzt zu einer engeren Definition der Teilbarkeit 
und der Äquivalenz, bei welcher die Multiplikatoren P und Qy bezw. 
B xmd jS; in den Gleichungen (1) und (la) des § 1 nidit mehr be- 
liebig sind; sondern so gewählt sein soUeU; dals ihre Elemente ent- 
weder ganze Ziahlen oder ganze Funktionen von r sind Diese Be- 
trachtungen werden uns zu den wichtigsten Invarianten der Systeme; 
nämlich zu ihren sogenannten Elementarteilern führen. Ehe wir 
zu dieser Untersuchung übergehen; wollen wir kurz die Systeme mit 
ganzen und gebrochenen Elementen und ihre Teiler behandeln. 
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Eb aei zuerst A^(aik) ein ganzzahliges System, und d sei der 
groJste gemeiiisaine Teiler aller seiner n' Elemente ctn, so dab allgemein 

aa-daf;! 

ist; nnd die n' Elemente afk keinen ihnen allen gemeinsamen Teiler 
haben. Bezeichnen wir dami, wie bisher, mit d eben&Ils das Dii^nal- 
System mit den Diagonalelementen d, so besteht f&r Ä die Gleichnng 

Ä^^dA^^A^d, 

wo A^'^ (afl) ein sogenanntes primitiyes ganzzahliges System, 
d. h. ein solches bedeutet, dessen n' Elemente keinen allen gemeisamen 
Teiler enthalten. Ist speziell A=0, so soll auch d gleich Null an- 
genommen werden. 

Ist femer ^ , . 

ein System, dessen n' Elemente beliebige ganze rationale Fimktionen 
Yon r sind, und ist d(r) der groJste gemeinsame Teiler aller dieser 
n' Fuiktionen, so besteht die analoge Gleichnng 

^(r)-d(r)A(r)-A(r)d(r), 
WO ebenfalls A^(r) ein primitives System nnd d(r) das dem gleich- 
bezeichneten Divisor d(r) entsprechende Diagonalsystem bedeutet. 

In beiden Fallen kaon man den grölsten gemeinsamen Divisor d 
bezw. d(r) der n' Elemente aa bezw. aa(t*) entweder successive durch 
das EuJdidisdie Verfahren zur Aufsuchung des gröfsten gemeinsamen 
Teilers bestinmien, oder man kann jedes Element von A oder A{r) 
in seine Primzahlen bezw. Linearfaktoren zerlegen und jeden dieser 
Faktoren in den Teiler d so oft aufnehmen, als er in jedem der n' Ele- 
mente mindestens enthalten ist. 

Jetzt möge A ein System sein, dessen Elemente atk beliebige 
rationale Brüche sind; wir denken uns dieselben von vornherein auf 
ihren Generalnenner gebracht und setzen 

dann besitzen die n' ganzen Zahlen }^^ keinen allen gemeinsamen Teiler 
mit dem Generalnenner n, wohl aber können sie noch einen oder 
mehrere gemeinsame Primfaktoren haben, welche nicht in n enthalten 
sind. Ist nun } der grölste gemeinsame Teiler aller dieser n' Zahlen j,.^, 
und setzen wir .^^ 

so erhalt man jetzt genau wie vorher fCLr die n' gebrochenen Ele- 
mente ttik von A die folgende Darstellung 
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WO die n* ganzen Zahlen aft wieder keinen gemeinsamen Teiler be- 
sitzen, d. h. es ergibt sich anch hier eine Gleichnng 

wo A^^^{aik) wiederom ein primitives ganzzahliges System bedeutet. 

Anch hier wollen und können wir den rationalen Brach d^— als den 

11 

grolsten gemeinsamen Teiler der n' rationalen Brüche an be- 
zeichnen. 

Ist J.(r) = (a<jfc(r)) ein System von n* rationalen gebrochenen 
Funktionen von r, und ist ebenso wie vorher 

**^ ^ u(r) 

die Darstellung der Elemente mit Hilfe ihres Generalnenners u(r), so 
kann man auch hier 

setzen, wenn )(r) den groJsten gemeinsamen Teiler aller Zähler i^j^ir) 
bedeutet Dann besteht für dieses System Ä(r) ebenfalls eine Gleichung 

WO d(r) = ^^ den grolsten gemeinsamen Teiler der n' rationalen 

Brüche aa(r) bedeutet, und A^{r) =« (a^ (r)) ein primitives System 
ganzer rationaler Funktionen ist. Da man sowohl den General- 
nenner n(r) als auch den gröfsten gemeinsamen Divisor {(r) aller 
Zahler durch das EüklidiBclie Verfahren bestimmen kann, so kann man 
also auch in diesem Falle den Teiler d(r) auf rationalem Wege, d. h. 
ohne Kenntnis der LinearfiEkktoren der Elemente aa(r) finden. 
Wir erhalten so den folgenden Satz: 

Jedes System Ä^ dessen Elemente rationale Zahlen oder 
rationale Funktionen einer Variablen sind, kann auf eine einzige 
Art in ein Produkt 

A^dÄ^ 

zerlegt werden, dessen erster Faktor d ein Diagonalsystem, 
dessen zweiter ein primitives ganzes System ist Das Diagonal- 
system d soll der Diagonalteiler von A genannt werden; 
derselbe kann stets auf rationalem Wege bestimmt werden. 
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Bei der nun folgenden üntenmchnng können nnd wollen wir die 
Systeme (aa) mit rationalen Zahlenelementen und die Systeme (a<ft(r)), 
deren Elenmute ratioziale Funktionen von r mit belieUgcn konrtanteii 
Koeffizienten sind, gemeiDsam belianddn; wir werden namlicäi sehen, 
dafs die f&r das eine und die fOr das andere Gebiet sich ergebenden 
Resultate wortlich übereinstimmen. Wir wollen zunächst einige im 
folgenden gebrauchte Begriffe fBr beide Bereiche gemeinsam de6iiieren. 

Die Gesamäeit aller raticmalen Zahlen eJBerseits und die QeaHit- 
heit aller rationalen Funktionen anderseits bilden je einen Bationalitati- 
bereich (siehe fOnfzehnte Vorlesung § 2), welchen wir wieder durch (1) 
bezw. durch (r) bezeichnen^ wahrend wir die Gesamtheit aller ganzen 
Zahlen bezw. aller ganzen Funktionen den zugehörigen IntegrüStt- 
bereich nennen und ihn durch [1] bezw. durch [r] bezeichnen. 

Jede rationale (ganze oder gebrodioie) Zahl a labt sich auf eine 
einzige Weise ab ein Produkt 

Ton Primzahlen darstellen (siehe S. 251), wo aber jetzt die Ex- 
ponenten Jci auch negative ganze Zahlen sein können, wenn a nicht 
ganz ist. Genau ebenso kann jede rationale (ganze oder gebrochene) 
Funktion a(r) von r auf eine einzige Weise als ein Produkt 

«(r)-.(r-«,)»'(r-«i)'^...(r-«*)»* 

Ton Linearfaktoren dargestellt werden, wo e eine Eonstante bedeutet, 
und wo die Exponenten positive oder (falls a'(r) nicht ganz ist) audi 
negative ganze Zahlen bedeuten können. Wir werden diese ein&ohstea 
Bestandteile p bezw. (r — a), aus den^i in jenen beiden Fallen alle Ele- 
mente von (1) bezw. von (r) zusammengesetzt werden kSnaeni die 
Primfaktoren fOr jene beiden Brüche nennen. Ein Element des be- 
trachteten Bereiches, welches gar keinen Primteiler en&alt, toll eine 
Einheit genannt werden. Der Bereich (1) besitzt also nur die beiden 
Einheiten + 1 und — 1, im Betriebe (r) sind dagegen alle von Null 
verschiedenen Eonstanten e Einheiten. Eine Einheit ist auch dadurch 
vollsifindig charakterisiert, dafs sowohl sie selbst als auch ihr reziproker 
Wert eine ganze GröiBe des Bereiches ist. 

Ein System P = (p^. J, dessen Elemente einem der Bereiche (1) 
oder (r) angehören, hei&t ganz, wenn alle seine Elemente ganze 
Grölsen desselben Bereiches sind. Dies ist, wie wir sahen, dann und 
nur dann der Fall, wenn sein Diagonalteiler ganz ist bt der Diagonal- 
teUer eine Einheit^ so nannften wir das ^nebem primitiv. Ist das 
System P ganz, und ist seine Detenninante eine SinbsBt, ootas (d. L 
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f&r den Bereich (1) gleidi ± 1 oder für (r) g^ich einer Ton Null 
▼ersohiedenen Konstanten); so soll P ein nnimodnlarea System ge- 
kannt werden. 

Fflr diese Systenie besteht nim der Satz: 

Ein ganzes System P ist dann und nur dann nnimodnlar; 
wenn sein reziprokes p ebenfalls ganz ist 

Sind nämlich die beiden Systeme P nnd -^^P"^ beide gaoiZ; 
so gut dasselbe Ton ihren Detenninanten | P | und -j-pr; und dies ist 

dann nnd nur dann mGglieh, wann |P| eine Einheit isi Ist aber 
umgekehrt |P| eine Einheit nnd das System P ganz, so ist das 
reziproke System y ebenfaUs ganz, weil seine Elemente gleich den 

Unterdeterminanten (» — 1)*" Ordnung von P diridiert durch | P| also 
ebenfalls ganze Gröisen siiuL 

Wir erkennen endUch ohne weiteres, dab das Produkt beliebig 
yieler unimodnlarer Systeme wieder unimodular isi 

§4. 

Wir wollen nun für die Teilbaarkeit eines Systemes durch ein 
anderes und fOr die Äquivalenz zweier Systeme die beiden fönenden 
engeren Definitionen aufstellen: 

Sind zwei ganze oder gefbrochene Systeme A und B des 
Bereidies (1) oder des Bereiches (r) so beschaffen, dab zwischen 
ihnen eine Gleichimg 

besteht, in der P und Q zwei gAnze Systeme desselben Be- 
reiches bedeuten, so heilst A ein Teiler von B oder B ein 
Vielfaches Ton A. 

Ist B ein Yielfiiches Yon Aj zugleich aber auch A ein 
Yiel&ches Ton P, so heilsen A und B äquivalent {A r^ B). 
Alle nach dieser Definition äquivalenten Systeme sollen 
wieder in eine und dieselbe Klasse gerechnet werden. 

Offenbar gelten auch bei dieser engeren Definition die drei auf S. 367 
angeführten Fnndamentalsätze der Äquivalenz. 

Ist ferner A ein Teiler von P, und sind die in der Gleichung 
B'^PAQ auftretenden Multipl&atoren P und Q speziell unimodulare 
Systeme, so folgt aus der dann ebencEttUs bestehenden Gleiehiing 

4-P""'jB«^', 
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in der auch P""^ und Q"^ ganze Systeme sind, dab auch B ein 
Teiler von Äy dsSa also A^ B ißt 

Es sei jetzt Ä ein System mit dem Diagonalteiler d, also 
Ä = dA^, und es sei B ein Vielfaches von A. Da das Diagonal- 
System d mit jedem anderen vertauschbar ist, so folgt aus der 
Gleichung B^PAQ 

B^P{dA^)Q^d.{BA^Q)^d^G, 
wo G ein ganzes System bedeutet. Aus dieser Gleichung folgt also, 
dais der Diagonalteiler von B ein Vielfaches des Diagonalteilers von A 
sein muJB. Ist ferner auch A ein Vielfaches von Bj ist also B^^ A, 
so sind die Diagonalteiler beider Systeme oder die gröisten gemein- 
samen Teiler der Elemente yon B und denjenigen Yon A einander 
gleich. Es bestehen also die beiden Sätze: 

Ist B ein Multiplum von A, so ist auch der Diagonal- 
teiler von B ein Multiplum des Diagonalteilers Ton A 
Äquivalente Systeme haben gleiche Diagonalteiler. 
Zu jedem Systeme A gehören n abgeleitete Systeme 

j(l) aW An) 

ja. y JtX. } • • • ^^ } 

deren erstes gleich A selbst, deren letztes gleich der Determinante | A \ 
ist Jedes dieser Systeme besitzt einen Diagonalteiler; wir erhalten 
somit n Diagonalteiler 

von denen der erste gleich dem Diagonalteiler d von A^ der letzte 
gleich der Determinante \A \ ist. Diese ZahlengroJüsen d^, d^,,..dn der 
Bereiche (1) oder (r) sind die gröfsten gemeinsamen Teiler aller Deter- 
minanten der ersten, der zweiten, . . . der n^ Ordnung, welche aus den 
n^ Elementen des Systemes (an) gebildet werden können; auch sie 
können somit durch das EuMidiBche Verfahren zur Au&uchung des 
grölfiten gemeinsamen Teilers, also auch für Systeme des Bereiches (r) 
auf rationalem Wege, ohne Kenntnis der Linearfaktoren jener Deter- 
minanten gefanden werden. Allgemein soll die GröJjse dt der Deter- 
minantenteiler i^^ Ordnung des Systemes A oder auch der 
Diagonalteiler des abgeleiteten Systemes A^*\ genannt werden. Ist 
speziell A^^^Oy so ist auch (2^» 0, und das Gleiche gilt dann fOr alle 
folgenden Determinantenteiler (2j+i,. . . d». 

Es sei nun B ein Multiplum von J.; dann folgt aus der dami 
bestehenden Gleichung 

durch Übergang zu den abgeleiteten Systemen 

jB(0_p(0^(0^(O (1-1.»,...«). 
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wo auch die abgeleiteten Systeme P<^ und Q^^ ganz sind. Hieraus 
folgte dafs nicht nur der Diagonalteiler von B ein Vielfaches des 
Diagonalteilers von A sein muTs^ sondern dafs jeder Determinantenteiler 
i^ Ordnung von J3 ein Vielfaches des entsprechenden Determinanten- 
Keilers von Ä sein muls. Sind A und B äquivalent, so müssen dem- 
nach ihre Determinantenteiler gleicher Ordnung einander gleich sein. 
Es gelten also die Sätze: 

Ist B ein Vielfaches von A, so sind auch alle Deter- 
minantenteiler von JBMultipla der entsprechenden Determinanten- 
teiler von A. 

Äquivalente Systeme haben gleiche Determinantenteiler. 



§5. 

Wir werden am Schlüsse dieser Vorlesung zeigen, daCs die am 
Ende des Yorigen Abschnittes gefundene notwendige Bedingung für 
die Teilbarkeit eines Systemes durch ein anderes noch durch eine 
schärfere ersetzt werden kann. Dagegen beweisen wir jetzt, dalfi die 
soeben als notwendig erkannte Äquiyalenzbedingung, nämlich die Gleich- 
heit der Determinantenteiler, auch die hinreichende Bedingung ist. 

Zum Beweise dieser Tatsache brauchen wir wieder nur zu zeigen, 
daCs jedes System A mit gegebenen Determinantenteilem d^, d^, ... dn 
durch Komposition mit geeignet gewählten unimodularen Elementar- 
systemen in ein reduziertes System 22 übergefOhrt werden kann, welches 
durch diese Determinantenteiler eindeutig bestimmt ist; denn hieraus 
allein folgt ja wegen der Eigenschaften unimodularer Systeme, dafs 
ein solches System A äquivalent B ist, und dafs demnach zwei 
Systeme A und B mit denselben Determinantenteilem einander äqui- 
valent sind, weil sie demselben reduzierten Systeme B äquivalent sind. 

Als unimodulare Elementarsysteme, zunächst für den Bereich (1), 
können und wollen wir in diesem Falle ansehen: 

1. die » — 1 Vertauschungssysteme P* auf S. 369, 

2. das System . 

1, 1, U, . 



3. das System 



w,= 



2'_i = 



0, 1, 0,., 
0, 0, 1,., 



f-1, 0,, 
0, 1,, 



0, 0,...l 
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{h±t, 


0,...] 


0, 


1, 


0,... 


0, 

• • • 


0, 

« 


1,... 

• • • • 



Wir zeigen daim genan wie aaf S 67^ dab maa za dieseiL die 
Systeme 



i»"±' 



hinzunehmen kann^ weim man unter t eine beliebige aber ganze positive 
Zahl yersteht, da diese Systeme durch die Elementarsysteme P« und W^ 
darstellbar sind. Endlich sind die zu Pk und Wi reziproken Systeme Pf 
und TT—i hiemach ebenfalls gleich Produkten jener Elementarsysteme. 
Genau ebenso wie auf S. 372 folgt nun aus den Yerandenmgen, 
welche ein ganzzahliges System durch yordere oder hintere Kompo- 
sition mit den unimodularen Systemen P« und W±t erfahrt^ der Satz: 

Ein System A mit rationalen Zahlenelementen geht in 
ein äquivalentes Über, wenn man 

L zwei Patallelreihen miteinander v^rtauacbt^ 

2. zu einer Beihe (Zeile oder Eokmne) ein ganzzaUigeB 

positives oder negatives Multiplum mute Parallelreihe 

addieirt, 
S. ix^end eine Beihe (Zeile oder Kolonne) mit — 1 mid- 

tij^iert. 

Durch diese Veränderungen kann nun das System (a^) 
in ein äquivalentes Diagonalsystem 



(1) 



(^)- 



f«i; 0, ...0' 

0, e„...0 

0, 0, ...Cn, 



übergeführt werden, dessen Diagonalolemente et samtEch nicht 
negative rationale Zahlen sind, von denen jede ein Teiler 
der folgenden ist. 

Wir können bei dem Beweise dieses Fundamentalsatzes gleich an- 
nehmen, dals das Anfangselement a^^ in Ä positiv und nicht grolser ab 
alle übrigen Elemente ist. Ware das nämlich nidit der EaJl; und wäre 
etwa üa seinem absoluten Werte nach kleiner als o^^, so könnte ja an 
durch zwei Beihenvertausohungen an die Stelle von a^^ gebracht und 
hierauf, falls es negativ sein sollte, durch Multiplikation von H^ 
mit — 1 positiv gemacht werden. 
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Ferner kÖBuen wir ^eich arnifthmen, dafs o^^ ein gemeiiiBamer 
Teiler aller Elemente von H^ nnd von V^ ist Ware namlieh a^^ z. B. in 
au nickt enthalten, so können wir ja von der Yertikalreihe V{ das t-f^che 
Ton V^ abziehen mid die ganze Zahl t so bestimmen, dals das nun an 
di» Stelle yon ou tretende Element ali^au — tctn positiv mid kleiner 
als a^i ist; dieses kann dann durch Eolonnenvertanschimg wieder an 
die Stelle Ton o^^ gebracht werden. Durch jede derartige Operation 
wird nnn o^^ verkleinert, nnd man zeigt leicht, dais diese Verkleinerung 
nach einer endlichen Anzahl solcher Yeränderongen aufhören muJb. 
Ist nämlich d der grölste gemeinsame Teiler aller n' Elemente des 
ursprünglichen Systemes (^a); so sind. alle seine Elemente a^ ganz- 
zahlige Multipla Ton d] und da dieser Teiler bei jeder unimodularen 
Transformation ungeandert bleibt, so sind auch alle verkleinerten An- 
fangselemente Multipla von d. Da somit a^^ immer um ein ganz- 
zahliges Multiplum von d, also mindestens um d selbst verkleinert wird 
und anderseits nicht unter d herabsinken kann, so muüs man zuletzt zu 
einem äquivalenten Systeme gelangen, in welchem alle Elemente von 
H^ und V^ ganzzahlige Multipla von a^^ sind. Ist dies der Fall, so 
kann man alle Elemente a^^, . . . ain und a^^, . . . (7„i, dadurch zu Null 
machen, dafs man geeignete Multipla von F^ der Reihe nach von 
T\, . . ,Vn und hierauf geeignete Multipla von H^^ der Reihe nach von 
B^f • . . Bn abzieht. 

In dem so sich ergebenden äquivalenten Systeme 
(«11,0, ...0 ^ 
0, a«, . . . ain 



(2) 



0, cCf, . . . ain 



kann man es weiter durch die gestatteten Umformungen erreichen, 
dais a^^ auch in allen (n — 1)' Elementen aA als gemeinsamer Teiler 
enthalten ist. In der Tat, wäre dies z. B. f&r aA nicht der Fall, so 
kann man Si zu H^ addieren, so dais die erste Zeile jetzt gleich 

(öll, üit, . . . o/i, . . . Gin) 

wird. Dann kann man durch Subtraktion eines geeigneten Yielfiftchan 
der ersten Kolonne von der k*^ aa in S^ positiv und kleiner machen 
als Oll und dieses kleinere Element wieder an die Stelle von a^ bringen. 
So kann man fortfahren und o^^ wieder so lange verkleinem, bis es als 
Teiler in allen Elementen von J^ enthalten ist. So erhalt man nach 
einer endlichen Anzahl von Umformungen ein äquivalentes System von 
der Form (2), in welchem nun a^^ ein gemeinsamer Teiler aller 
(tt - 1)* Elemente o/« ist 
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Formen wir jetzt dieses innere System (aa) in genan derselben 
Weise nm, bis in H^ und V^ nur nocb das Anfangsglied a„ yorhanden 
ist und dieses ein Teiler aller anderen Elemente ist; so wird hier- 
durch der aus jET^ und F| bestehende Band in keiner Weise geändert 
Fährt man in derselben Weise fort, solange überhaupt noch Ton NuU 
Terschiedene Elemente in dem betreffenden inneren Teile vorhanden 
sind, so erhalt man zuletzt ein äquivalentes Diagonalsystem 



^ e,, 0, . 
0, e,,, 



Ol 
.0 



0, er, ... 

0, ... 0, 0, ... 

. Ö, ... 0, 0, ... . 

in welchem Ton den positiven Diagonalelementen jedes ein Teiler des 
folgenden ist. 

Bezeichnet man auch die (n — r) letzten Diagonalglieder dieses 
Systemes, welche sämtlich gleich Null sind, durch 

SO erkennt man, daTs das so bestimmte reduzierte System 

' e„ 0, ... 



(3) 



0, ^,...0 



l 0, 0, ...en^ 

in der Tat die oben bei (1) angegebene Eigenschaft hat, dals jedes seiner 
Diagonalglieder ein Teiler der folgenden ist. Dies haben wir soeben 
bewiesen, wenn jene Diagonalelemente alle positiv sind. Damit 
xmsere Definition der reduzierten Systeme allgemeine Giltigkeit habe, 
wollen wir ein für allemal festsetzen, dafs die Zahl Null durch jede 
von Null verschiedene Zahl und auch durch die Zahl Null selbst teil- 
bar genannt werden soll; diese Festsetzung steht mit der allgemeinen 
Definition der Teilbarkeit nicht im Widerspruch, weil ja die Gleichung 
a • & = c auch dann die ganzzahlige Lösung a = besitzt, wenn c = 
und 6^0, oder weim c = 6 = ist 

Da jedes Element et^i in (3) ein Vielfaches des zunächst vorher- 
gehenden ist, so können wir setzen 

(4) C<+i = 6,.«o 

wo jedes Si eine bestimmte ganze Zahl ist. Nur die erste unter ihnen 
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kann eine gebrochene Zahl sein, wenn das ursprüngliche System {an) 
ans Brüchen besteht. So ergibt sich fOr jene n Diagonalglieder die 
Darstellung 

(5) 



^ "~~ ^1 ^j *i 



«7 



WO die Zahlen «r+i^ ^r+>; • • . «n sämtlich gleich Null anzunehmen 
sind. 

Wir wissen nun., dafs dnrch die gestatteten Transformationen des 
ursprünglichen Systemes seine n Determinantenteiler 

(6) d^f d^y. . .dn 

nicht geändert werden, dafs also das soeben gefundene Diagonal- 
, System {e^ dieselben Determinantenteiler (6) besitzt, wie das ursprüng- 
liche System. 

Anderseits erkennt man aber sehr leicht, dals die Determinanten- 
teiler dieses Diagonalsystemes (3) bezw. gleich 

(7) e^, e^e^y . . ., e^e^ . . . c« 

sind. In der Tat verschwinden ja in diesem Systeme alle Unter- 
determinanten einer beliebigen ¥^ Ordnung, deren Zeilen und Kolonnen 
nicht gleiche Indizes haben, weil in ihnen mindestens eine Seihe lauter 
Nullen enthalt. Dagegen besitzt jede einer Kombination 

(fl;.„...fl;jF,,,...FO 

entsprechende ünterdeterminante %^ Ordnung die Diagonalglieder 

alle XJnterdeterminanten einer bestimmten Tc^^ Ordnung sind also gleich 

wenn (fi, . . . ij) alle Kombinationen der Zahlen 1, 2, ... n zu je X; 
durchläuft, bei denen ii < ts < • • • < ik ist. Alle diese Produkte sind 
nun offenbar durch das erste unter ihnen 

teilbar, weil stets e^^ durch «i, ei^ durch ea, . . • e.-^ durch e^ teilbar ist; 
und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
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Da somit die n Gleichungen bestehen 
(8) öEi«Ci, d^'^e.e^y d^-^e^e^e^,, .. dn^^e^e^ . . .e^, 

aas denen sich durch Auflösung 

ergibt, so sind die Elemente des reduzierten Diagonalsystemee (e^) durch 
die Determinantenteiler des ursprünglichen Systemes Ä eindeutig be- 
stimmt Sind also A und B zwei Systeme , deren Determinantenteiler 
dif d^, . . <^dn übereinstimmen, so sind sie wirklich äquivalent, denn 

beide sind dann demselben reduzierten Systeme (e^) » (^ — j äquivalent. 

Wir wollen im folgenden die n Elemente (e^, e,, . . . e,.) des zu J. 
äquivalenten reduzierten Systemes die n Elementarteiler von A 
nennen, und wir wollen sie in dieser Reihenfolge als den ersten, 
zweiten, . . . n^° Elementarteiler von A bezeichnen. Die Elementarteiler 
von A hängen dann mit den Determinantenteilem dieses Systemes durch 
die Gleichungen (8 a) zusammen, können also ebenso einfach wie jene 
berechnet werden. Dann können wir das jetzt gefimdene Resultat in 
dem Satze aussprechen: 

Zwei Systeme A und B des Bereiches (1) sind dann und 
nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler beziehlich 
gleich sind. Ist das der Fall, so kann man stets zwei solche 
unimodulare Systeme P und Q finden, daJDs 

B^PAQ, A^P^^BQ^"^ 

ist. 

Wörtlich derselbe Satz gilt nun auch f&r zwei Systeme A(r) 
und B(r) des Bereiches (r), und er wird auch wörtlich ebenso be- 
wiesen. 

Wir brauchen in diesem Falle den Beweis nur für ganze Systeme 
zu führen. Sind nämlich A(r) und B(r) gebrochene Systeme, so 
können sie nach S. 378 überhaupt nur dann äquivalent sein, wenn 
ihre Diagonalteiler gleich sind. Ist dies aber der Fall, und i&tA^dA^ 
JB B dB^^ so können wir statt ihrer die primitiven Systeme A^ und jBq 
untersuchen; und sind diese äquivalent, so gilt offenbar das gleiche 
für die beiden Systeme A und B. ^ 

Auch hier zeigen wir nun, diEkfs jedes System A durch vordere 
und hintere Komposition mit unimodularen Elementarsystemen auf die 
reduzierte Form 
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(9) 



{e,(r), 0, 
0, e,(r),. 








0, 0, ...en(r)J 



gebracht werden kann^ in welcher jedes Diagonalelement ei{r) ein 
Teiler des naclistfolgenden et^i(r) ist Da dann diese ^^ Elementar- 
teiler" wieder mit den Determinantenteilem dt{r), . . . dn(r) von Ä(r) 
dnrch die Gleichungen (8 a) zusammenhängen^ also fttr zwei Systeme 
Ä(r) und B(r) identisch sind, welche dieselben Determinantenteiler 
haben; so folgt auch in diesem Falle^ dals zwei solche Systeme dann 
und nur dann äquivalent sind; wenn ihre Determinantenteiler oder 
ihre Elementarteiler beziehlich gleich sind. 

Als unimodulare Elementarsysteme sehen wir hier die folgenden an: 

1. die (n — 1) Vertauschungssysteme IJ ; 

2. die Systeme 

(1,^ 0,... 

Wt= ^f h ^y " ' 

0, 0, 1, . . . 



wo jetzt t eine beliebige ganze Funktion von r d. h. eine 
ganze Grofse des Bereiches (r) ist; 

3. das System 

'(7,0,.. ^ 
0, 1, . . 



T = 



wo G eine von Null verschiedene Konstante d. h. eine Ein- 
heit des Bereiches (r) ist 

Dann zeigt man wieder, daCs ein System in ein äquivalentes über- 
geht, wenn man zwei Parallelreihen miteinander vertauscht, oder zu 
einer Reihe ein Vielfaches einer Parallelreihe addiert, oder wenn man 
endlich eine Reihe mit einer Eonstanten multipliziert; deim aUe diese 
YeränderuDgen entsprechen der vorderen oder hinteren Komposition 
mit gewissen Elementarsystemen. 

um nun durch diese Umformungen ein beliebiges ganzes System 



A = 



^11 ; «18 > 



«1« 



^il9 ^22f • • • ÖTan 



,<^nl) On%) ' • . ö»in 



Krone oker, Detenniiuuiten. 
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des Bereiches (r) in die Form (9) überzuführen, verUeinem wir jetzt 
den Grad des Anfangselementes a^(r) so lange, bis alle übrigen Ele- 
mente von H^ nnd V^ gleich Nnll geworden sind. Zunächst bringen 
wir nämlich das Element niedrigsten Grades aa(r) dnrch Beihen- 
yertanschnngen an die erste Stelle. Ist dann ein Element (Zi{(r) oder 
öjn(f) von S^ oder von V^ noch nicht durch 0^ teilbar, so subtrahieren 
wir von Vi das £(r)-fache von V^ und bestimmen die ganze Funktion t(r) 
so, dafs das neue Element 

von niedrigerem Grade wird als a^. Alfwlann bringen wir dieses 
Element an die erste Stelle und fahren so lange fort, den Ghrad des 
Anfangsgliedes zu yerkleinem, bis sich ein äquivalentes System von 
der Form (2) auf S. 381 ergibt. Dann kann man genau auf die a. a. 0. 
angegebene Weise den Grad von a^^ noch weiter yerkleinem, bis in 
dem äquivalenten Systeme 

fan, 0, 0, ...0 

0, 

a^i ein gemeinsamer Teiler aller Elemente alt ist. Dividieren wir in 
diesem Systeme die erste Zeile noch durch den Koeffizienten der 
höchsten Potenz von r in o^^, so erhalten wir ein äquivalentes System, 
in welchem der Koeffizient der höchsten Potenz von r in Ouir) gleich 
Eins ist. 

Formen wir nun das innere System (alki^)^ in gleicher Weise 
um, wodurch H^ und V^ nicht mehr geändert werden, so geht das 
System Ä zuletzt in ein äquivalentes System (9) über, und damit ist 
unsere oben aufgestellte Behauptung vollsi&idig bewiesen. 

§6. 

Sind zwei Systeme Ä und B einander nach der zweiten engeren 
Definition äquivalent, so gilt offenbar dasselbe, wenn man die erste 
Definition auf S. 367 zu Grunde legt. Haben also Ä und B dieselben 
Elementarteiler, so sind sie auch von gleichem Range. Dies folgt auch 
unmittelbar daraus, dafs in einem Systeme vom Bange r die r ersten 
Determinantenteiler und somit auch die r ersten Elementarteiler von 
Kuli verschieden siad, während seine n — r letzten Determinantenteiler 
nnd die entsprechenden Elementarteiler alle Null sind. 
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§ 6. Die Elementarteiler als Fnndanientalinyarianten. 887 

Für die üntersucliiing der Äqulyalenz zweier Systeme kann man 
ebensogut die Determinantenteiler wie die Elementarteiler als charakteri- 
stische Inyarianten einfahren; weil die einen dnrch die anderen ein- 
deutig bestimmt sind. Ganz anders stellt sich aber diese Frage, wenn 
man die Bedingungen dafür aufsucht, dafs ein System B ein Vielfaches 
eines anderen Ä ist. In diesem Falle müssen allerdings, wie auf 
S. 379 bewiesen wurde, die Determinantenteiler Ton E Multipla der 
entsprechenden Determinantenteiler von Ä sein; ist dies aber der Fall, 
so braucht B noch keineswegs ein Multiplum von Ä zu sein. Da- 
gegen gilt hier der Satz: 

Ein System B ist dann und nur dann ein Vielfaches von 

J., weim seine Elementarteiler Multipla der entsprechenden 

Elementarteiler von Ä sind. 
Sind die Elementarteiler e} von B Vielfache der Elementarteiler d 
von Äf bestehen also die n Gleichungen 

(1) ^i^9iei (<=!,«,...«), 

wo die gi ganze Grolsen sind, so sind auch die Determinantenteiler di 
Yon B Multipla der Determinantenteiler di von Ä, wie aus den n 
Gleichungen 

(?; = el . . . e; = (^1 . . . jr^) (ci . . . ei) = &idi (*=i,...n) 

unmittelbar folgt. Dagegen folgt aus den n Gleichungen 

(2) dl^a^di 

noch keineswegs das Bestehen der Gleichungen (1); denn dazu müfste 
jede der n ganzen Gröfisen 6ri, . . . &„ ein Teiler der folgenden sein, 
wie aus den Gleichungen 

^^JL^ J^ *- « -^ . a 

di^i Gi—t A— 1 Gi—i 

unmittelbar hervorgeht. Nur aus diesem Grunde werden wir im 
folgenden die n Elementarteiler eines Systemes als die ursprünglichen 
wesentlichen Inyarianten gegenüber den n Determinantenteilem in den 
Vordergnmd stellen. 

Dafs das System B in der Tat ein Multiplum von Ä ist, wenn 
seine Elementarteiler e[ ganze Vielfache der Elementarteiler et von Ä 
sind, kann sehr leicht bewiesen werden. Ist nämlich 

so kann man vier unimodulare Systeme P, Q, J2, S so bestimmen, dals 

(3) P5ö = (ci), BÄ8^(e;) 
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ist. Bestehen nun die n Gleichnngen ei^^giCtf welche in die eine 

Gleichung 

(4) (.^i) = (9i)(e,) 

zwischen den beiden Diagonalsystemen (e^) und (et) nnd dem gansen 
Diagonalsysteme (gi) zusammengezogen werden können^ so ergeben 
sich aus jenen Gleichungen (3) und (4) die folgenden 

wo die ganzen Systeme P und Q durch die Gleichungen 
P=^P^'(ß,)R, Q^SQ^' 

bestimmt sind; und damit ist die erste Halfke unseres Satzes bewiesen. 

Etwas weniger einfach ist der Beweis der Tatsache, daXs auch um- 
gekehrt von den beiden zu B und zu Ä gehörigen Diagonalsystemen 
(e!i) und (fit) das erste ein ganzes Vielfaches des zweiten ist, wenn S 
ein Multiplum von Ä ist. Wir geben filr diese Tatsache einen 
ganz besonders einfSeu^hen Beweis, welcher von Herrn Frdbenius her- 
rührt 

Offenbar können wir bei diesem Beweise P»l annehmen; denn 
ist gezeigt, dsJk für einen beliebigen ganzen Multiplikator Q aus der 
Gleichxmg 

(4) B=^ÄQ 

die Teilbarkeit des Diagonalsystemes (ef^ durch das System (et) folgte 
so gilt derselbe Satz auch für die vordere Komposition mit einem 
ganzen Systeme, wie man sofort erkennt, wenn man in der obigen 
Gleichung zu den konjugierten Systemen übergeht. Also gilt dann 
derselbe Satz auch für die allgemeine Gleichung B = PÄQ. 

Es seien nun B und 8 beliebige unimodulare Systeme. Wir 
schreiben dann die Gleichung (4) in der Form 

(4a) BB=^(Bä8)'{8^^Q) 

und wählen die Multiplikatoren B und 8 so, dafis 

BÄ8=(e,) 
wird. Es sei nun 

(5) BB^B] 8'-'Q^H={ha)=-{St,B^,. .Hn), 

wenn H^^ H^y . , . Hn wieder die Horizontabeihen des Systemes jET be- 
deuten; dann besitzt B dieselben Elementarteiler wie J?, und H ist ein 
ganzes System. Dann ergibt sich aus (4) die Gleichung 

(6) J5- (c,)^= {eihk) = (ejfli, e^H^, . . . e««,). 
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Um nun die Determinantenteiler von B zu finden^ betrachten wir 
eine beliebige Determinante q^^ Grades 

(7) ^? = I ei,Hi^, e^Hi^, . . . Si^Hi^ | 

Ton B, welche ans den Horizontabreihen Ht^, Hi^^ . . . Ht dieses Systemes 
gebildet ist. Ist i^ < i, < • • • < i^, so ist »i^ 1, ^j^ 2, . . . i^^ 9; daher 
ist Bi^ durch e^, 6^ durch e^, . . . Ct durch 6^ teilbar. Dividiert man 
also in D^ Hi^ durch «t, . . . -Hi durch e^, so wird D^ durch das Pro- 
dukt ei€^.,.e^=' d^ geteilt, und der Quotient 

(7a) D,= ^=f^„j£.,...55, 



? 



«1 *' «k^' «e 



wird eine ganze Determinante q*^^ Ordnung, die sich von D^ dadurch 

unterscheidet, dais allgemein eu durch — ersetzt ist 

Da nun der grolste gemeinsame Teiler aller Determinanten D^ 
gleich dem q*^ Determinantenteiler Ton B, also gleich dg ist, so ist 

der grolste gemeinsame Teiler aller Determinanten -^ offenbar gleich ^. 

Bildet man in genau derselben Weise alle Determinanten (p — 1)^ 
Ordnung 

(8) D^-i= Ic^^JT^,, c^Hi., . . . e,^_ifl<^_J 

Yon B und dividiert sie alle durch das Produkt J^^i^e^e^ ... e^.i, 
so ist der grolste gemeinsame Teiler der so sich ergebenden ganzen 
Determinanten 



^0^1 



offenbar gleich ^^' Denken wir uns aber irgend eine der ünter- 
determinanten 9^' Ordnung -^ in (7a) nach ihrer letzten Horizontal- 
reihe entwickelt, so ist jede der dann als Koeffizienten auftretenden 
ünterdeterminanten (q ~ 1)^' Ordnung offenbar eine der Determinanten 

Also ist jede Determinante -^ homogen und linear mit ganzen 
Koeffizienten durch die Determinanten ,^~^ darstellbar, mithin auch 
durch ihren gemeinsamen Teiler ^^ teilbar. Hieraus folgt endlich, 
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daCs der grobte gemeinsame Teiler ^ aller Determinanten -^ dnrch 
^^ teilbar, dals also der Qaotient 

Od ^ Ctif — l €q 

d(f ^dg — l tq 

eine ganze Zahl g^ ist, und hiermit ist jener wichtige Satz in seinem 
vollen Umfange bewiesen. 

Wir wollen im folgenden zunächst die Natur der Elementarteiler 
genauer untersuchen, welche durch die letzten Betrachtungen als die 
wichtigsten Invarianten der Determinantentheorie in den Vordergrund 
getreten sind. Wir werden sehen, dats in ihren einfachsten Eigen- 
schaften die wichtigsten und tiefetliegenden Sätze der Determinanten- 
theorie und ihrer mannigfachen Anwendungen in den verschiedensten 
Teilen der Mathematik enthalten sind. 
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